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This work* is both a review of the present day situation of the general non-linear 
continuum theory of stationary dislocations and internal stresses and a presentation 


of new results in that field. 


By the general theory we mean the theory of a continuum, the deformed state of 
which is described by 15 functions of position and time (theory of 15 degrees of free- 
dom). Developing further the views of GUNTHER, one has to look at such a continuum 
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as a generalization of the Cosserat continuum (6 degrees of freedom) the state of 
which is characterized by elastic displacements (3) and independent elastic rotations 
(3) of the geometric structure (in the case of crystals: of the lattice structure). Instead 
of displacements and rotations one can use in the geometric description also elastic 
deformations and structure curvatures, both of which have tensor character. The 
extension of the Cosserat theory, leading to the general theory, implies that both 
the deformations and the curvatures become incompatible, i.e., the possibility of 
deriving them from displacement and rotation fields is abandoned. The number of 
degrees of freedom increases to 6+9=15. The connection with dislocation theory 
and with general differential geometry follows from the fact that the dislocation 
density is equivalent on one hand with the Cosserat structure curvatures (NYE, 
GUNTHER), on the other hand with CarTan’s torsion (Konvo; Bitsy, BULLOUGH & 
SMITH). 

Instead of the geometric characterization of the state, it is possible to employ 
a static description, which likewise needs 15 functions: 6 functions for the (force-) 
stresses, 9 for what are called Cosserat torque stresses. It is shown in the present 
work that torque stresses enable us to describe the microscopically fluctuating stresses 
of macroscopically continuous distributions of dislocations in a macroscopic way. 
When the constitutive law connecting stresses and torque stresses with deformations 
and curvatures is known, the geometric and static functions can be converted into 
each other. 

The geometric part of the theory, given in Chapter II, is the main part of the 
present work. First of all we give the theory in a new elementary form in which the 
usual methods of non-linear continuum mechanics are taken over so far as possible. 
The concepts developed in the linear continuum theory of dislocations and internal 
stresses are completely incorporated within this non-linear form. Secondly we give 
a presentation of the theory based on differential geometry which partly follows the 
ideas developed by Konpo and by Bitsy, BuLLouGH & SmitH. However, we go 
further in the physical interpretation. The general (incompatible) Cosserat continuum 
proves to be identical with a medium the geometric state of which is described by 
the general Riemann-Cartan (= metric) affine connexion J},;; (15 degrees of freedom). 
A new feature is the introduction of the ‘“‘matter tensor’ which forms the right-hand 
side of the “Einstein equations of continuum mechanics’’, the generalization of the 
de St. Venant compatibility equations. The symmetric part of the matter tensor 
describes the inserted foreign matter (in crystals, e.g. distributions of interstitial atoms) 
whereas the antisymmetric part characterizes some kind of rotation matter which is 
connected with the ending of dislocations inside the body. 

If torque stresses are neglected, the integration of the Einstein equations leads 
to the determination of the state, given the actions (e.g., forces, dislocations, efc.). 
In the non-linear theory, also, the most important resource for the integration is the 
stress function tensor. The non-linear integration problem can be linearized by an 
iteration procedure. The resulting linear summation problem has been solved previous- 
ly and will be briefly described. In Chapter III we discuss in more detail the second 
boundary value problem. The usefulness of ScHAEFER’s stress functions is demon- 
strated by the example of a body bounded by two infinite parallel planes: It is possible 
to reduce this problem for any distributions of surface forces to a pair of standard 
problems, one of potential theory and the other of bi-potential theory. 

Chapter IV contains an elementary account of the previously sketched concept 
of a para and dia-elastic continuum which has practical importance for solid state 
physics. The lattice defects appearing macroscopically as point defects can be char- 
acterized mechanically to a large extent as elastic dipoles (double forces) or polarizable 
substances. Very general and simple formulae hold for the potential energy of these 
poe in an elastic field and for the forces and torques exerted on the defect by the 
ields. 

In the discussion at the end of this work we point out the intimate relations to 


general theory of relativity. It is hoped that they will have favorable effects on the 
further development of both theories. 
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I. Einleitung und Ubersicht 

Der Aufgabenkreis, der von der Kontinuumsmechanik des festen Kérpers 
bewaltigt wird oder zumindest bewdltigt werden sollte, hat sich in den letzten 
dreiBig Jahren auBerordentlich erweitert. Dies ist in erster Linie mit dem gewal- 
tigen Aufstieg der Festk6rperphysik zu demjenigen Zweig der Physik zu erklaren, 
der heute neben der Kernphysik mit dem gréBten Aufwand betrieben wird. Der 
Aufschwung der Festkérperphysik begann in den friihen zwanziger Jahren, als 
man gelernt hatte, Kristalle einheitlicher Gitterorientierung (Einkristalle) zu 
zichten, und erkannte, da man zuerst die Eigenschaften dieser Einkristalle 
zu erforschen hatte, bevor an ein Verstandnis der normalerweise im vielkristallinen 
Zustand vorliegenden Gebrauchswerkstoffe zu denken war. 


Einige wichtige Stationen auf diesem Wege, die vor allem vom mechanischen 
Standpunkt interessant sind, mégen genannt werden: 


a) Die theoretische Berechnung der kritischen Schubspannung des idealen 
Knistalls durch FRENKEL (1926) [J], die sich nach ScHmID und PoLanyi (1929) [2] 
selbst bei sehr tiefen Temperaturen um mehr als drei Zehnerpotenzen gréBer als 
die experimentell an vealen Kristallen gemessene kritische Schubspannung erwies. 

b) Die Uberlegungen von DEHLINGER [3] tiber die Wirkung der Kristallbau- 
fehler als Eigenspannungsquellen (1929). Es wurde damals erst klar, warum in 
einem Kristall tiberhaupt Eigenspannungen médglich sind. 

c) Die Einfthrung des Versetzungsbegriffs in die Theorie der plastischen Ver- 
formung durch TAYLor, OROWAN und Poranyi (1934) [4—6], die sich als unge- 
wohnlich fruchtbar erwiesen hat und als ersten groBen Erfolg die Beseitigung 
der oben erwahnten Schwierigkeiten mit der kritischen Schubspannung brachte. 


d) Die elastizitatstheoretische Behandlung der singularen Versetzung durch 
BurGERS (1939) [7], die zu einer mathematisch einwandfreien Definition der 
Versetzung fiihrte. 

e) Die Schaffung der Kontinuumstheorie der Versetzungen und Eigenspan- 
nungen durch die Arbeiten mehrerer Autoren, die im folgenden zu nennen sein 
werden. Wie frither ausgefiihrt wurde [8S], soll diese Theorie die zwischen der 
Elastizitatstheorie und der phanomenologischen Plastizitatstheorie klaffende 
Liicke schlieBen und gleichzeitig die Briicke zwischen der letztgenannten Theorie 
und der in der Festkérperphysik so wichtigen atomzstischen Plastizitatstheorie 
darstellen. 


Die fundamentale Bedeutung der Kristallbaufehler (Gitterfehler) im festen 
Ko6rper ist heute allgemein anerkannt. Von den vielen sich im festen Zustand 
abspielenden Vorgéngen mit Materietransport — z.B. Phasenumwandlungen, 
Ausscheidungen, plastische Verformung, Diffusion u.v.a. — gibt es keinen 
einzigen, der ohne Beteiligung irgendwelcher Gitterfehler ablaufen kénnte. Die 
Rolle der Gitterfehler besteht dabei kurz gesagt in folgendem (vgl. z.B. DEH- 
LINGER [9]): 

Nur unter Mitwirkung der Gitterfehler konnen die genannten Vorgange als 
Reaktionen niedriger Ordnung ablaufen, und nur deshalb kénnen sie tiberhaupt 
stattfinden. Sie gehen dann so vor sich, da8B die freie Energie méglichst er- 
niedrigt wird. Nun macht die Energie der inneren Spannungsfelder einen sehr 

18* 
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wesentlichen, ja oft geradezu den entscheidenden Anteil an der freien Energie 
aus, und die Quellen der inneren Spannungsfelder sind gerade die Gitterfehler. 
Daher geben diese nicht nur AnlaB zu mehr oder weniger starken elektrischen 
bzw. magnetischen Wirkungen, sondern auch zu sehr bedeutsamen mechanischen 
Effekten. 

Im Zuge der oben skizzierten Entwicklung stellte sich heraus, daB die Kon- 
tinuumsmechanik des Festkérpers in ihrem friiheren Umfang d.h. mit ihren 
Zweigen Elastizitatstheorie und phanomenologische Plastizitatstheorie, den neuen 
Anforderungen bei weitem nicht gewachsen war. Die wichtigsten, in der Kon- 
tinuumsmechanik des Festkorpers immer wieder auftretenden Probleme sind vor- 
wiegend von einem der folgenden drei Typen: 

(1) Gegeben irgendwelche auBere Einwirkungen aut den Kérper (Kratte, 
Drehmomente, Temperaturschwankungen usw.) als Funktionen des Ortes und 
der Zeit, gesucht der Zustand des Kérpers, ebenfalls als Funktion des Ortes und 
der Zeit. 

(2) Gegeben eine Quellenverteilung von Eigenspannungen — z.B. die Ver- 
setzungsdichte mit dem Grenzfall der singularen Versetzung — gesucht der Zu- 
stand des Kérpers (etwa charakterisiert durch die Eigenspannungen, Gitter- 
kriimmungen und elastische Energie). 

(3) Gegeben ein elastisches Feld in einem Ko6rper, gesucht die elastische 
Energie eines bestimmten Gitterfehlers in diesem Feld bzw. die von dem Feld 
auf diesen Gitterfehler ausgeiitbte Kraft. Hierzu gehoren auch die gegenseitigen 
Kraftwirkungen zwischen Gitterfehlern. 

Aufgabe (1) verlangt die Heranziehung aller drei unter e) genannten Zweige 
der Kontinuumsmechanik des Festkérpers und ist heute nur in Spezialfallen 
streng lésbar. Die Aufgaben (3) und insbesondere (2), die typisch fiir die Kon- 
tinuumstheorie der Versetzungen und Eigenspannungen sind, stellen oft Teil- 
aufgaben innerhalb des Problems (1) dar, sie bilden jedoch auch haufig den 
kontinuumsmechanischen Bestandteil allgemeinerer physikalischer Fragestel- 
lungen, die vielfach den Rahmen der Mechanik weit iiberschreiten. Der Leser 
sei dieserhalb auf die einschlagige Literatur verwiesen [10—14}. 

In den §§ 1—3 werden wir versuchen, einen kurzen Uberblick tiber die neue 
Situation in der Kontinuumsmechanik des Festkérpers zu geben, wobei wir 
gleichzeitig die Gelegenheit haben werden, die Unzulanglichkeit der Alteren 
Kontinuumsmechanik naher zu kennzeichnen. Dabei werden wir auf dynamische 
Effekte nicht eingehen, doch ist klar, daB die Grundlagen der Theorie, die hier 
besprochen werden, zugleich auch zu den Grundlagen der noch zu entwickelnden 
dynamischen Theorie der Versetzungen und Eigenspannungen gehéren werden. 
Auf den zusammenfassenden Bericht des Verfassers [8] itber die lineare Naherung 
in dem Buch Kontinwumstheorie der Versetzungen und Eigenspannungen wird dfter 
Bezug genommen. Die vorliegende Arbeit soll indessen vornehmlich zusammen- 
fassende Darstellung und Ausbau der nicht-linearen Theorie sein}. Sie liegt in 
der Linie der ktirzlich erschienenen Arbeit von KRONER und SEEGER [19], in welcher 


1 Sofern der Leser die Erlauterung der Methoden der nicht-linearen Elastizitats- 
theorie in der vorliegenden Arbeit als unzureichend empfindet, sei er auf die schénen 


Darstellungen von TRUESDELL, MURNAGHAN, SOKOLNIKOFF sowie DOYLE und ERIckK- 
sEN [15—18] verwiesen. 
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die nicht-Riemannsche Geometrie der Versetzungen von Konno [20, 21] sowie 
von BirBy, BULLoUGH und SmirTH [22—26] zu einer nicht-linearen Elastizitats- 
theorie der Versetzungen und Eigenspannungen ausgebaut wurde. 


§ 1. Die aligemeinen Zusammenhiinge: Geometrie 


In ihrem im Jahre 1909 erschienenen Buch [27] haben die Gebr. CossERaT die 
Theorie eines Kérpers entwickelt, dessen ,,Punkte“ nicht nur elastisch verschoben, 
sondern dariiber hinaus in meBbarer Weise elastisch verdreht werden konnten. 
Schon damals dachte man an kristalline Kérper als Anwendungsgebiet, doch blieb 
unklar, wie man sich z.B. den Zustand eines Kristalls vorzustellen hatte, dessen 
Bausteine zwar Drehungen, aber keine Verschiebungen erlitten hatten. 

Es ist seit etwa zehn Jahren bekannt, daB nach gewisser Vorbehandlung? 
Kristalle, die frei von Lastspannungen und makroskopischen Eigenspannungen 
sind, bei réntgenographischer oder ggfs. optischer Durchstrahlung eine Kriimmung 
der Gitterebenen, d.h. der ,,geometrischen Struktur‘‘ des Kristalles erkennen 
lassen, wie sie einer Ortlich veranderlichen Drehung kleinster Kristallbereiche 
entsprechen wiirde. In vielen Fallen kann man erkennen, daB die makroskopisch 
stetig gekritmmt erscheinenden Gitterebenen mikroskopisch polygonisiert sind 
(CAHN, GUINIER, CRUSSARD ef al. 1949 [28]). 

Man kann sich das Zustandekommen einer makroskopisch spannungsfreien 
Drehung der Gitterstruktur eines Massenelements heute gut veranschaulichen. 
Wie Burcers und Braac [7, 29] gefunden haben, gibt es gewisse flachenhafte 
Anordnungen von Versetzungen (sog. Korngrenzenanordnungen), die keine makro- 
skopischen Spannungsfelder hervorrufen, sondern nur Orientierungsaénderungen 
zwischen benachbarten Kristallbereichen vermitteln. Wirken beispielsweise auf 
das Massenelement Momente ein, die seine Orientierung drehen wollen, so kann 
es diesem Zwang nachgeben, wenn sich in bestimmter Anordnung Versetzungs- 
schleifen bilden, die das Element verdrehen und gleichzeitig als Korngrenzen den 
Ubergang zu den Nachbarelementen vermitteln. Die Versetzungsbildung, oder 
noch besser, die damit aquivalente Drehung der Massenelemente kann elastisch 
genannt werden, wenn nach Wegnahme der Drehmomente eine zur Riickdrehung 
fiihrende Annihilation der Versetzungsschleifen erfolgt. Wirken auf alle Massen- 
elemente des Kérpers Momente wie oben, jedoch in verschiedener Starke, so 
werden sich ortsveranderliche Drehungen der Gitterstruktur ergeben, die in einer 
makroskopisch spannungsfreien Gitterkriimmung resultieren. 

Nye [30] hat im Jahre 1953 eine Kontinuumstheorie der (makroskopisch 
spannungsfreien) Gitterkriimmungen entworfen, doch erst GUNTHER [31] erkannte 
im Jahre 1958, daB ein derart gekriimmter Kristall kontinuumstheoretisch be- 
trachtet die Verifikation des Cosserat-Kontinuums darstellt, d.h. die oben be- 
schriebenen Gitterdrehungen und -Kriimmungen haben genau die von den 


2 Zum Beispiel nach plastischer Biegung. Diese makroskopisch spannungsfreien 
Gitterkriimmungen miissen gut von den etwa durch elastische Biegung zu erhaltenden, 
mit Spannungen verbundenen Gitterkriimmungen unterschieden werden. Die weiter 
unten erwahnte Polygonisation erhalt man durch Gliithen des Werkstiickes. Dadurch 
werden die Versetzungen in sog. Korngrenzenanordnungen gebracht (s. unten), deren 
elastische Energie besonders gering ist. Die makroskopische Gitterkriimmung ist 
schon vor der Polygonisation vorhanden. 
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CossErats erlauterten Charakteristiken. Wir bezeichnen sie als Cosserat-N yesche 
Drehungen und Kriimmungen oder auch als Strukturdrehungen und -Krimmungen. 
Die bis jetzt besprochenen Kriimmungen nennen wir auBerdem kompatibel, da 
sie sich aus einem Drehfeld herleiten. 

Ein geeignetes MaB fiir die Cosserat- Nyeschen Kriimmungen stellt der Cosserat- 
Nyesche Tensor K', dar, der die Relativdrehung der Gitterstruktur (d0") an zwei 
um dx! Peers liegenden Punkten angibt (also d es Ke car Jedoch sind 
die Kriimmungen auch vollstandig durch den Tensor a!; = = Ki 6; — K', charakte- 
risiert. a’; wird als Tensor der Versetzungsdichte bezeichnet, er ee den Burgers- 
Vektor ab, der ein Flachenelement dF, durchsetzenden Versetzungen (also 
db;=a'; dF. ‘). 

The geometrischen Kennzeichnung des verformten K6érpers bendétigen wir 
weiterhin noch den elastischen Distorsionstensor B;;, welcher die elastische Rela- 
tivverschiebung zweier um d x’ auseinander liegender Flachenelemente angibt (also 
ds;=B,;,;a x'). Im Falle kleiner Distorsion ist der symmetrische Teil des Distorsions- 
tensors mit dem gebrauchlichen Deformationstensor identisch [8}. 

Wir denken uns nun den Kérper aus einem idealen Anfangszustand in einen 
verformten Endzustand gebracht. Diesen beschreiben wir geometrisch durch die 
Tensoren B und K bzw. a. Soll nun der zu Anfang kompakte, d.h. als zusammen- 
hangendes Kontinuum vorliegende Kérper diese Eigenschaft auch nach der Ver- 
formung haben (also keine Risse oder Doppelraumerfiillung zeigen — nur dann 
kann man von einer Kontinuumstheorie sprechen —), so muB, wie spater gezeigt 
wird, in der Gleichung aes (1) 


der asymmetrische Tensor 6 i. allg. verschwinden. Er braucht nur dann nicht 
za verschwinden, wenn in den zunachst aus lauter ,,regularen‘‘ Atomen aufge- 
bauten Idealkristall des Anfangszustands ,,irregulare Materie“ (wir nennen sie 
auch ,,Extramaterie“) eingebaut wird, die nun der Kérper im Endzustand zu- 
satzlich enthalt. Der Tensor 6 ist ein Ma8 dieser Extramaterie, fiir die die sog. 
Fremdatome (als Zwischengitter- oder Substitutionsatome) das wichtigste Beispiel 
sind. 

Gl. (1) la8t einen fiir die allgemeine Kontinuumstheorie der Versetzungen 
und Eigenspannungen wesentlichen Zug gut erkennen: Der Distorsionstensor und 
der Kriimmungstensor bzw. der Versetzungstensor werden als ,,innere‘‘ GréBen 
betrachtet, die direkt den geometrischen Zustand des Kontinuums beschreiben. 
Die Extramaterie dagegen wird als ,,auBerer‘‘ EinfluB angesehen, der zu Dis- 
torsionen und Kriimmungen AnlaB gibt. Dies entspricht vollkommen dem Bild, 
das man sich von einem Realkristall, welcher ja den verformten Zustand unseres 
K6rpers reprasentiert, zu machen hat: Man kann in Gedanken einen Idealkristall, 
ohne von auBen etwas hinzuzufiigen oder wegzunehmen, zu einem Realkristall 
machen, indem man Versetzungen erzeugt. Der so entstandene Realkristall ent- 
halt dann nur regulare Atome. Man kénnte die Versetzungen daher als innere 
Guterfehler bezeichnen. Dagegen miissen Fremdatome in den Idealkristall (oder 
in den Realkristall mit Versetzungen) von auBen eingefiihrt werden, sie waren 
daher als duBere Gitterfehler zu bezeichnen. Dem entspricht, daB in Gl. (1) links 
nur innere, rechts nur 4uBere GréBen stehen. Eine analoge Darstellung werden 
wir in der Statik erhalten. 
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Die Gl. (1) gilt fiir endliche Verformungen nur in der sog. Lagrangeschen 
Beschreibungsweise, d.h. unter dx* hat man die relative Lage im Anfangszustand 
zu verstehen [8]. Wir nennen das durch Gl. (1) mathematisch formulierte Gesetz 
das geometrische Grundgesetz (der allgemeinen Kontinuumsmechanik). Es gilt 
bemerkenswerterweise auch noch dann, wenn man zulaBt, daB die elastische 
Distorsion (bzw. Deformation) und die Strukturkriimmung inkompatibel werden, 
d.h. sich nicht mehr aus einem Verschiebungs- bzw. Drehfeld ableiten lassen. 
Dies bedeutet eine wesentliche Erweiterung der urspriinglichen Cosseratschen 
Theorie. Die Zahl der funktionalen Freiheitsgrade, mit welcher der Kérper 
geometrisch beschrieben wird, wachst dadurch von sechs auf fiinfzehn (sechs 
elastische Deformationen, neun Strukturkriimmungen) °. 

Die Lagrangesche Beschreibungsweise ist fiir die wichtige Aufgabe der Be- 
stimmung des Zustands aus den physikalischen Gegebenheiten ziemlich unge- 
eignet. Man bevorzugt daher die Eulersche Darstellung in der Geometrie des 
Kontinuums. Es ist nun héchst bemerkenswert, daB die Eulersche Formulierung 
der erweiterten (d.h. inkompatiblen) Cosseratschen Theorie in geometrischer 
Hinsicht mit der Riemann-Cartanschen Geometrie des Festkérpers von Konpo 
[20, 21] sowie Bitsy, BuLLoucH und Smit [22—26] dquivalent ist. Es gibt 
nach Ansicht des Verfassers keine elegantere Formulierung der geometrischen 
Grundgleichungen des nicht-linearen Problems der Kontinuumsmechanik, als 
eben diejenige der allgemeinen Differentialgeometrie. Nicht allein werden die 
Gleichungen selbst so einfach, wie es bei der bekannten Kompliziertheit des nicht- 
linearen Problems tiberhaupt méglich ist, sondern auch die hieran anschlieBende 
Methode der Bestimmung des Zustands aus den physikalischen Gegebenheiten 
gestaltet sich entsprechend giinstig. 

Mit der starken Betonung des geometrischen Aspekts der Kontinuumstheorie 
der Versetzungen und Eigenspannungen soll auf einen entscheidenden Unter- 
schied zur klassischen Elastizitatstheorie hingedeutet werden: In letzterer ist die 
Geometrie Euklidisch und daher trivial, der geometrische Teil der Theorie wird 
weitgehend damit erledigt, da man dem Ko6rper ein elastisches Verschiebungsfeld 
zuschreibt, welches seine Punkte vom Anfangs- in den Endzustand bringt. Oder 
mathematisch ausgedriickt: Die Kompatibilitatsbeziehungen fiir die elastischen 
Deformationen als geometrische Grundgleichungen der Elastizitatstheorie werden 
mit Hilfe des Vektorfeldes der Verschiebungen identisch erfiillt. 

Die Geometrie eines Kérpers mit Versetzungen und Extramaterie ist dagegen 
prinzipiell nicht-Euklidisch. Es ist hier nicht méglich, ein elastisches Verschie- 
bungsfeld (bzw. Drehfeld) zu definieren; an die Stelle der Kompatibilitats- 
gleichungen treten die allgemeineren Gleichungen (1), zu deren Lésung neue 
Methoden bendtigt werden. 

Die Cosserat-Nyeschen Kriimmungen schlieBlich werden mit der Cartanschen 
Geometrie, vor allem mit dem Cartanschen Begriff der Torsion beschrieben, wie 
im II. Kapitel eingehend ausgefiihrt wird. Insbesondere wird die Identitat des 
in der Versetzungstheorie zur Definition der Versetzung bentitzten Frankschen 
Burgers-Umlaufs und des in der Differentialgeometrie seit langem bekannten 


3 Die Drehungsanteile von f;; folgen, wie man zeigen kann, aus den elastischen 
Deformationen und den Strukturkriimmungen, sie liefern also keine eigenen Frei- 
heitsgrade. 
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Cartan-Umlaufs detailliert nachgewiesen. Diese Identitat bildet ein Fundament 
der differentialgeometrischen Fassung unserer Kontinuumstheorie und besagt, 
daB die Versetzungsdichte (also auch die Cosserat-Nyeschen Kriimmungen) und 
die Cartansche Torsion exakt das gleiche Phanomen darstellen. 

Wir haben in diesem Uberblick den Zustand des Mediums in den Vordergrund 
geriickt, sind dagegen aut den frither ausfithrlich behandelten Vorgang, der zu 
diesem Zustand fiihrte, nicht naher eingegangen [8]. Dies wird zum Teil im 
II. Kapitel nachgeholt. Hier mag die folgende Bemerkung gentigen: Jede Be- 
wegung von Versetzungen gibt Anla8 zu einer plastischen Distorsion des Mediums, 
die, soweit sie makroskopischen Charakter hat, durch einen Distorsionstensor (B”) 
beschrieben werden kann. Dieser hangt mit der Versetzungsdichte « unmittelbar 
durch die Beziehung ee ee 2) 


zusammen, die auch als Definition der Versetzungsdichte angesehen werden kann. 
Damit schreibt sich z. B. Gl. (4) im Fall 6=0, wenn man die Summe von elastischer 
und plastischer Deformation (in der Lagrangeschen Beschreibungsweise) als 
Gesamtdistorsion 8° bezeichnet, Rot B°=0, 3) 


in Worten: Die Gesamtdistorsion des K6rpers erfolgt so, daB weder Doppelraum- 
erfiillung noch Risse entstehen. Gl. (3) ist eine besonders einfache Formulierung 
des geometrischen Grundgesetzes in der (durch 6=0) ,,beschrankten‘ Theorie. 
Sie enthalt insbesondere die Méglichkeit verschwindender elastischer Distorsion 
[32], d.h. die plastische Verformung kann makroskopisch spannungsfrei erfolgen. 
Dies ist von erheblicher praktischer Bedeutung. 


§ 2. Die allgemeinen Zusammenhdnge: Statik 


Die Besonderheit der Cosseratschen Statik gegeniiber der klassischen Elasto- 
statik besteht in dem Auftreten der sog. Momentenspannungen t'’. Diese sind 
definiert als die auf das Flachenelement bezogenen Drehmomente, die man an 
einer Schnittflache anzubringen hat, wenn in dieser keine Drehungen stattfinden 
sollen. Die sonst in der Elastizitatstheorie beniitzten Kraftsbannungen oder 
Spannungen schlechthin (o*’) sind bekanntlich analog definiert: Man hat Krafte 
anzubringen, wenn keine Verschiebungen stattfinden sollen. 

Wie die Gebr. CossERaT gezeigt haben, gelten die folgenden statischen Grund- 
gleichungen (= Gleichgewichtsbedingungen fiir Krafte und Momente) in Euler- 
scher Schreibweise?: 

Divo=— %, (4) 
Divt+o=M (5) 


(vgl. z.B. GinrHER [31]). Hier bedeuten § und M die Dichten der duBeren 
Krafte und Drehmomente. Sowohl der (Kraft-)Spannungstensor 6 als auch der 
Momentenspannungstensor 7 sind i. allg. asymmetrisch, o sei der mit dem anti- 
symmetrischen Teil von o aquivalente Vektor. 


ts Eine der Hauptschwierigkeiten der nicht-linearen Theorie liegt bekanntlich darin, 
daB die statischen Grundgleichungen nur in der Eulerschen, die geometrischen Grund- 


gleichungen nur in der Lagrangeschen Beschreibungsweise eine einfache Form an- 
nehmen. 
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Es ist klar, daB die den Momentenspannungen zuzuordnenden geometrischen 
Gr6éBen die im letzten Paragraphen beschriebenen Strukturkritmmungen sind. 
An einem in der Praxis haufigen Beispiel werden wir dies erlautern. 

Ein Kristallstab werde bei hinreichend hoher Temperatur plastisch so gebogen, 
daB er am Ende alle Versetzungen in Nyescher, d.h. Korngrenzenanordnung hat. 
Dieser Stab ist nach Wegnahme der auBeren Biegemomente ohne makroskopische 
Spannungsfelder, enthalt jedoch (makroskopisch) stetige Gitterkriimmungen. 
Infolge der iibrig gebliebenen kurzreichenden Verzerrungswirkung der Verset- 
zungen ist der Energieinhalt dieses Stabes mit Gitterkriimmungen hdher als 
der Energieinhalt eines gleichgeformten Stabes mit idealem Gitteraufbau. Man 
kann dies so verstehen, daB mit den Gitterkriimmungen gema8 einem Material- 
gesetz Momentenspannungen ver- 
bunden sind. Fiihrt man namlich ip 
irgendwo einen Schnitt, so werden 
die unmittelbar benachbarten Ver- 
setzungen aus der Schnittflache 
heraustreten, wie wir an Abb. 1 
erlautern. | 

Diese zeigt eine Feinkorngrenze 
aus Stufenversetzungen (Symbol 1 ) 
nahe der Schnittflache. Durch die 
Spiegelwirkung dieser Flache (d.h. af 
durch ihre eigenen Spannungs- 1h 
felder) werden die Versetzungen seateaee Bei erent tee dee eek le 
aus dem Korper herausgezogen, 
wenn man nicht (von der Schnittflache her) am Ort der einzelnen Ver- 
setzungen eine Schubspannung erzeugt, welche auf jene eine Kraft in der ent- 
gegengesetzten Richtung ausiibt, die das Austreten der Versetzungen verhindert. 
Die Pfeile auf der Schnittflache geben den Typ der dort anzubringenden Ein- 
wirkungen an: Muikroskopisch betrachtet sind es Krafte, makroskopisch be- 
trachtet Momente. Sie verhindern, daB durch das Austreten (oder auch nur durch 
Verriickung) der Versetzungen an der Schnittflache Gitterdrehungen stattfinden. 
Wir haben damit (hier erstmals) das wichtige Ergebnis gewonnen: 

Die mikroskopischen Spannungsfelder der Nyeschen Versetzungsanordnungen 
lassen sich makroskopisch als Momentenspannungsfelder beschrerben. 

Die auf die eben dargelegte Weise im Schnittversuch zu messenden Momenten- 
spannungen bestehen bei Abwesenheit von 4uBeren Einwirkungen, sie sind daher 
nach dem in der Elastizitatstheorie tiblichen Sprachgebrauch als innere oder 
Eigenspannungen zu bezeichnen. Da8 sie bestehen kénnen, rithrt von dem an- 
elastischen Verhalten der Versetzungen her: Diese bediirfen zur Wanderung einer 
Aktivierung. Kénnten die Versetzungen beliebig leicht durch den Kristall 
wandern, so wiirden sie nach Wegnahme der a4uS8eren Einwirkungen sofort samtlich 
aus dem Kristall herausgehen. 

Wir hatten frither den Zustand des verformten Kérpers geometrisch durch 
Angabe von fiinfzehn Funktionen, den sechs elastischen Deformationen und den 
neun Strukturkriimmungen charakterisiert. Statt dessen kénnen wir den Zustand 
auch statisch durch Angabe von fiinfzehn Funktionen kennzeichnen: Den sechs 


= oe Fe 
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Funktionen, die den symmetrischen Teil des Spannungstensors darstellen, und 
den neun Momentenspannungen®. Ist das Materialgesetz, das Spannungen mit 
Deformationen und Momentenspannungen mit Strukturkriimmungen verbindet, 
bekannt, so kann man die beiden Satze von Funktionen ineinander umrechnen ®. 


Nur falls die Verformungen vollstandig elastisch verlaufen, kann man den 
Zustand des Korpers eindeutig mit den 4uBeren Einwirkungen verbinden. Diese 
werden wiederum durch fiinfzehn Funktionen beschrieben, man findet die ent- 
sprechenden GréBen auf den rechten Seiten der Gin. (1), (4) und (5). Es sind: 
Extramaterie (9), auBere Krafte (3) und Drehmomente (3). Wegen der physikali- 
schen Realitat der letzteren, die heute gesichert ist, vgl. z.B. [33], [8] S. 87. 


Die eben durchgefiihrte Betrachtung der funktionalen Freiheitsgrade des 
Zustands und der d4uBeren Einwirkungen sollten vor allem einen Uberblick iiber 
die Reichweite der allgemeinen Theorie geben; sie sind uns zugleich der AnlaB 
zu der Bezeichnung Theorie der fiinfzehn Fretheitsgrade. Wir werden diese Theorie 
in der vorliegenden Arbeit in einer eingeschrankten Form bringen : Da die Cosserat- 
sche Statik noch nicht gentigend bearbeitet wurde und die ,, Kriimmungsenergie* 
i. allg. nicht sehr groB ist, werden wir die Momentenspannungen nicht beachten, 
dagegen werden wir die fiinfzehn geometrischen Freiheitsgrade voll beriick- 
sichtigen’. 

Bevor wir jedoch in den §§ 7, 8 die allgemeine Theorie darstellen, werden wir 
in den §§ 4—6 noch eine beschrdnkte Theorie geben, die wir auch die Theorte 
der neun Fretheitsgrade nennen: Diese Theorie ist dadurch gekennzeichnet, daB 
die Extramaterie 6 und die 4uBeren Drehmomente Jt verschwinden, daB ferner 
die Versetzungsdichte « formal als auBerer Einflu8 (und somit als gegeben) 
angesehen wird. Die Feldgleichungen dieser Theorie lauten in der frither gewahlten 
Beschreibungsweise Rate ony Daa (6) 
aus der die neun Freiheitsgrade hinreichend deutlich abzulesen sind. Als Material- 
gesetz gentigen die in der klassischen Elastizitaétstheorie verwendeten Gesetze, 
die Spannungen und Deformationen verbinden. Die in Wirklichkeit auch hier 
vorhandenen Momentenspannungen werden wiederum nicht beachtet. Diese be- 
schrankte Theorie gestattet bereits die Lésung einer groBen Zahl praktisch 
wichtiger Probleme und hat in letzter Zeit in zunehmendem MaBe Anwendung 
gefunden. 

Es mag nun noch eine Bemerkung zu der grundsatzlichen Bedeutung der 
Spannungsfunktionen in der (allgemeinen und beschrankten) Kontinuumstheorie 
der Versetzungen und Eigenspannungen folgen, die nach dem heutigen Stand 


° Wie man zeigen kann, ist mit dem symmetrischen Teil der Spannungen und mit 
den Momentenspannungen auch zugleich der antisymmetrische Teil der Spannungen 
bekannt, dieser hat also keine eigenen Freiheitsgrade. 

° GemaB Gl. (5) sind die Tensoren 6 und t gekoppelt. Ob sie auch im Material- 
gesetz gekoppelt vorkommen kénnen, bedarf noch weiterer Untersuchung. Sicher ist, 
da sich die neuen Materialkonstanten nicht aus den Hookeschen Konstanten allein 
ausrechnen lassen. 

‘Hine etwas andere Rolle als in der Versetzungstheorie spielen die Momenten- 
spannungen in gewissen ein- und zweidimensionalen Problemen (Balken, Schale, 


Platte). Vgl. hierzu etwa EricKs—eN und TRUESDELL [34], SCHAEFER [35], GUn- 
THER [31]. 
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der Theorie unentbehrlich erscheinen und hier dieselbe Rolle spielen, wie das 
Vektorpotential in der Elektrodynamik. 

Wir denken den Beitrag der d4uBeren Krafte und Drehmomente bereits 
durch eine Rechnung, die sich eines Verschiebungs- bzw. Drehfeldes bedient, 
berticksichtigt, wir behandeln also den Fall, daB die rechten Seiten der Gln. (4, 5) 
verschwinden. Dann lassen sich diese Gleichungen mit Hilfe eines Spannungs- 
funktionsansatzes befriedigen, den in voller [auch die Gln. (5) beriicksichtigenden 
Allgemeinheit| zuerst GUNTHER [31] angegeben hat. Falls man die Momenten- 
spannungen nicht beachtet, geniigt e7m Spannungsfunktionstensor, mit Hilfe 
dessen die Gln. (4) identisch befriedigt werden. 

Die in der Physik der Eigenspannungen anfallenden Probleme sind nun oft 
wesentlich dreidimensionaler Natur. Bis vor kurzem galten die Spannungs- 
funktionen als unbrauchbar bei der Behandlung dreidimensionaler Probleme. Dies 
hat sich in den letzten Jahren grundlegend geadndert. So konnte zunachst gezeigt 
werden, daB sich im unendlich ausgedehnten, elastisch isotropen Medium bei 
vorgegebenen Eigenspannungsquellen die Spannungsfunktionen aus inhomogenen 
Bipotentialgleichungen ergeben [36]. In einer richtungsweisenden Arbeit hat 
ferner SCHAEFER [35] gezeigt, daB sich auch fiir die Behandlung des dreidimen- 
sionalen Randwertproblems mit Spannungsfunktionen durchaus giinstige Aspekte 
ergeben, soweit man bei der bekannten Kompliziertheit des dreidimensionalen 
Randwertproblems tiberhaupt von ,,giinstig“‘ sprechen kann. Man hat drei durch 
die Randbedingungen gekoppelte Laplacesche Gleichungen zu lésen. In manchen 
Fallen kénnen diese Gleichungen entkoppelt werden. Die Methode hat bei der 
Berechnung von Eigenspannungen gewisse Vorziige gegentiber derjenigen von 
PAPKOVITCH und NEUBER [37, 38]. 

Angesichts der zentralen Bedeutung der Spannungsfunktionen in der Kon- 
tinuumstheorie der Versetzungen und Eigenspannungen erschien es angebracht, 
diesen ein besonderes Kapitel zu widmen (III. Kapitel). 


§ 3. Par- und Dielastizitat 


Par- und Dielastizitat sind Erscheinungen, die der klassischen Elastizitats- 
theorie fremd sind und die sehr eng mit dem atomaren bzw. kristallinen Aufbau 
unserer Festkérper zusammenhangen. Wir sprechen daher zunachst von Kri- 
stallen. 

Ideale Kristalle, die aus einer Sorte von Atomen bestehen, zeigen weder Par- 
noch Dielastizitat. Dagegen sind alle realen, mikroskopisch kristallin aufgebauten 
Festk6rper dielastisch, viele dariiber hinaus parelastisch. Die Abweichungen der 
realen Kristallstruktur von der idealen, die Gitterfehler, bilden den Sitz der 
Par- und Dielastizitat. 

Zu den wichtigsten Gitterfehlern gehéren neben den Versetzungen Fremd- 
atome. Hat ein Kristall sehr viele Fremdatome, so bezeichnet man diese meist 
nicht mehr als Gitterfehler, sondern man spricht von Mischkristallen, im Falle 
von Metallen auch von Legierungen. Doch besteht von unserem Standpunkt 
kein prinzipieller Unterschied z.B. zwischen dem Fremdatom als Verunreinigungs- 
atom und dem Fremdatom als Legierungsatom. Dieses wollen wir daher im 
folgenden auch zu den Gitterfehlern rechnen. 
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Das Ziel der Theorie der Par- und Dielastizitat ist eine konsequente Behandlung 
der besonderen mechanischen Effekte, die mit Gitterfehlern verbunden sind. Da- 
bei sind die Konzeptionen und Begriffe ganz von den so bewahrten Vorstellungen 
der Elektro- und Magnetostatik materieller Kérper tibernommen. Dies wird in den 
eingefiihrten Bezeichnungen so deutlich zum Ausdruck kommen, daB wir darauf 
verzichten kénnen, die Analogie im Einzelnen zu beschreiben. So ist ein dielasti- 
scher Kérper dadurch gekennzeichnet, daB in ihm bei Anlegen einer mechanischen 
Spannung ,,elastische Dipole induziert‘* werden, wodurch er ,,elastisch polarisiert“ 
wird. Ein parelastischer Kérper enthalt dagegen ,,permanente“ Dipole, welche 
sich in die Richtung des elastischen Feldes eindrehen kénnen. Permanente und 
auch induzierte Dipole erfahren im elastischen Feld Krafte, von denen sie bei 
hinreichend groBer Beweglichkeit zur Wanderung angetrieben werden. So ist 
z.B. die Wanderung der als permanente elastische Dipole zu kennzeichnenden 
Kohlenstoffatome im Eisen von groBer Bedeutung in der Technik. Die Theorie 
der Parelastizitat gibt die Méglichkeit, diese Wanderung quantitativ zu verfolgen. 


Es wird vorgeschlagen, die makroskopisch punktférmig erscheinenden Gitter- 
fehler mechanisch durch ihre Polarisierbarkeit bzw. Dipolstarke zu charakteri- 
sieren. Beide GréBen sind experimentellen Messungen zuganglich. Durch diese 
GréBen ist das mechanische Verhalten der Gitterfehler weitgehend bestimmt. 
Fiir die Wechselwirkung der Gitterfehler untereinander und mit den inneren 
Spannungsfeldern des Kristalls erhalt man auf diese Weise héchst einfache und 
weittragende Formeln, die bereits eine groBe Zahl von praktisch wichtigen 
Problemen zu erledigen gestatten. 

Wohl der wichtigste Gitterfehler ist die Versetzung. Die mechanische Theorie 
der Versetzungen verhalt sich zur Theorie der Par- und Dielastizitat etwa wie 
die Theorie der Magnetfelder stationarer Strome zur Magnetostatik materieller 
KG6rper. Insbesondere kann jeder punktformige Gitterfehler formal als (induzierte 
oder permanente) infinitesimale Versetzungsschleife (genauer: drei zueinander 
senkrechte Versetzungsschleifen) beschrieben werden, entsprechend der Ampére- 
schen Auffassung der magnetischen Dipole als elementare Kreisstréme. Hieriiber 
ist indessen an anderer Stelle ausfiihrlich geschrieben worden [8]. In der Behand- 
lung der Par- und Dielastizitat des IV. Kapitels ist daher vorwiegend an die 
makroskopisch punktférmig erscheinenden Gitterfehler gedacht. 


II. Die geometrische Theorie 


Der Versuchskérper dieser Arbeit ist das sog. Cosserat-Kontinuum, das sich 
von dem sonst in der Elastizitatstheorie gebrauchten Kérper durch das Auf- 
treten einer meBbaren geometrischen Struktur unterscheidet. Das soll heiBen: 
An jedem Punkt des Mediums lassen sich drei nicht-planare, jedoch nicht not- 
wendig zueinander senkrechte ausgezeichnete Richtungen nachweisen. Es ist oft 
nutzlich, sich dieses Kontinuum als einen kubischen Kristall mit verschwindender 
Gitterkonstanten vorzustellen. 


Wir werden einfachheitshalber als Ausgangszustand den Idealzustand wahlen, 
in dem die ausgezeichneten Richtungen im ganzen Kérper zueinander parallel 
sind. Da indessen nicht diese Richtungen selbst, sondern die Kriimmungen der 
geometrischen Struktur den Zustand des Kérpers bestimmen, stellt diese besondere 
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Wahl des Ausgangszustands keine Einschrankung der Allgemeinheit unserer 
Formeln dar. Insbesondere gelten diese unverandert auch dann, wenn der Aus- 
gangszustand ein ungestérter Polykristall ist. 

In diesem Kapitel bentitzen wir fast durchgehend die fiir die Anwendungen 
besonders wichtige Eulersche, d.h. auf die Endkoordinaten bezogene Schreib- 
weise. Wir geben zunachst (§ 4) die in § 1 definierte beschrankte Theorie (neun 
Freiheitsgrade). Dabei begehen wir den gleichen Weg wie friiher in der linearen 
Theorie. Die erforderliche Trennung der Distorsion in Deformation und Drehung 
ist im Fall endlicher Verformungen nicht mehr durch Zerlegung des Distorsions- 
tensors in symmetrischen und antisymmetrischen Teil méglich. Anstelle de- 
taillierter geometrischer Betrachtungen hierzu beniitzen wir einen Kunstgriff, 
der zunachst etwas unmotiviert erscheint, dann aber in der differentialgeometri- 
schen Fassung der Theorie (§ 5) seine Erklarung findet. § 6 bringt den detaillierten 
Nachweis der auch in der allgemeinen Theorie als Fundament anzusehenden 
Identitat von Versetzungsdichte und Cartanscher Torsion. In § 7 erlautern wir 
qualitativ die Konzeptionen der allgemeinen Theorie, die in §8 ihre mathe- 
matische Form erhalt. In § 9 besprechen wir u. a. den Zusammenhang mit der 
linearen Theorie. 


§ 4. Die elementare Fassung der beschrankten Theorie 


In der beschrankten Theorie werden drei Zustande des Mediums betrachtet: 


Der Ideal- oder Anfangszustand (f), 
der natiirliche oder Zwischenzustand (x), 
der deformierte oder Endzustand (A). 


Mit (f), (x), (k) sei auch das dem betr. Zustand zugeordnete Koordinatensystem 
symbolisch bezeichnet. dx', dx”, dx* sei die gegenseitige Lage zweier Punkte 
innerhalb eines Massenelements, es soll sich dabei jeweils um die gleichen mate- 
riellen Punkte handeln, die in allen drei Zustanden verfolgt werden. Ihr Abstands- 
quadrat sei resp. 


dst) = by dat dx’, IS eel Sap Se al Ee am Asin = 4,02" dx (1) 
(Summationskonvention!). Der Zusammenhang zwischen den drei Zustaénden 
wird durch die Beziehungen§& 

dv —A* ax, dx = AtAx 
dunt = A dx", dx* = Ardx* (2) 
dxt=—Atdx®, dx*=Afdxt 
gegeben, wobei die Bedeutung der A-GréBen die von Transformationen der Zu- 
stande ineinander ist. Wir wollen sie als Distorsionen (= Uberlagerung von 


Deformation und Drehung) bezeichnen und sie bald genauer charakterisieren. 
Zwischen ihnen bestehen die Inversionsbeziehungen 


AVAL = Oy, AA=6;, AL Aj = 0], A,AL= 6, 
At AL—6, ALA =. 


8 An die Verwendung des gleichen Kernbuchstaben A fiir sechs verschiedene 
Transformationen gew6hnt man sich sehr rasch, da die Indizes in deutlicher Weise 
angeben, welcher Ubergang gemeint ist. 


(3) 
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Es sollen jetzt die drei Zustande erklart werden. Es sind die auch in der 
linearen Theorie [8] gebrauchten, wo wegen naherer Einzelheiten und Illustration 
nachgesehen werden kann. 


(f): Der Idealzustand soll einem spannungsfreien Idealkristall (mit verschwin- 
dender Gitterkonstanten) entsprechen. In diesem Zustand sind die ausgezeich- 
neten Richtungen im ganzen Kérper dieselben, die Strukturkriimmung ist Null. 


(x): Der natiirliche Zustand ist ein gedachter Zustand, der von dem Ideal- 
zustand aus wie folgt erreicht wird: Es wird zunachst jedem Massenelement des 
Kérpers eine spannungsfreie eingeprigte oder plastische Distorsion Aj zugeordnet, 
die durch eine Versetzungsbildung und -wanderung zu realisieren sei. Vor der 
Durchfithrung der Distorsionen sollen die Massenelemente numeriert und aus- 
einandergeschnitten werden. LaBt man beliebige Variation der Af von Element 
zu Element zu, so werden die Massenelemente i. allg. nach der Distorsion nicht 
mehr liickenlos aneinander passen®. Durch die plastische Distorsion wird zwar 
die Form des einzelnen Massenelements gedndert, nicht aber sein Zustand und 
seine Orientierung, wie friiher ausfithrlich erlautert wurde [8]. Es ist wichtig 
zu bemerken, daB auch im Zwischenzustand die ausgezeichneten Richtungen 
aller Massenelemente definitionsgema8 Euklidisch parallel sind, dagegen kommt 
es in unserer Analyse auf den Ort des einzelnen Massenelementes nicht an. Bei 
dem Koordinatensystem (x) dieses Zustands handelt es sich um ein sog. anholo- 
nomes System, es hat zwar dx” einen Sinn, es gibt aber keine Koordinaten x~1°. 


(k): Der deformierte Zustand schlieBlich wird von dem idealen Zustand aus 
erreicht, wenn man die oben vorgeschriebene Versetzungswanderung ohne Zer- 
schneiden des K6érpers im Euklidischen Raum ablaufen laBt. Der Zwang zum 
Verbleiben im Euklidischen Raum bewirkt dabei, daB sich den plastischen Dis- 
torsionen Af elastische Distorsionen A® tiberlagern. (Wir verzichten i. allg. auf 
die besondere Erwahnung der Massenkrafte, die in trivialer Weise beriicksichtigt 
werden k6nnen.) 


Insgesamt stellt sich die Distorsion eines Massenelements vom Anfangs- 
zustand in den Endzustand als Uberlagerung von plastischer (A¥) und elastischer 
(A%) dar: 

Af sArA™. (4) 


® Anstelle des natiirlichen Zustands als Konglomerat von plastisch distordierten 
Massenelementen ist die gleichwertige Vorstellung zuldssig, daB die isolierten Massen- 
elemente spannungsfrei in einen gedachten nicht-Euklidischen Raum gebracht werden, 
in dem sie nunmehr liickenlos aneinanderpassen. Bei dieser Vorstellung kénnen wir 
auf das Auseinanderschneiden der Massenelemente vor der Distorsion verzichten. 
Man kann die einzelnen Massenelemente des Aggregats als (materielle) Euklidische 
Raume ansehen, welche den (materiellen) nicht-Euklidischen Raum des Gesamt- 
k6rpers an der entsprechenden Stelle tangieren. 

© Bezieht man den in FuBnote 9 erwahnten nicht-Euklidischen Standpunkt, so 
hat man einen kontinuierlichen Koérper und kann diesen mit einem (nicht-Euklidischen) 
Koordinatensystem ** beschreiben. Man nennt dieses Koordinatensystem dann 
anholonom in Bezug auf das System xt, weil es keine Transformation gibt, die xt 
in #” iiberfiihrt (vgl. ScHouTEN [39]). Man hat vielmehr nur die Pfaffsche anholonome 
Transtormation dx“=A¥ dat. Die Bedingung, daB x” in Bezug auf xt holonom sei, 
lautet offenbar ¢, Af—¢;A,=0, sie ist zugleich die Bedingung dafiir, daB die Massen- 
elemente nach der plastischen Distorsion noch zusammenpassen. 
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Die reziproken Distorsionen tiberlagern sich gemaB 
Al, = Al A. (5) 


Als geometrisches Grundgesetz der Theorie hatten wir gefordert: Bei der Dis- 
torsion Af vom Anfangs- in den Endzustand darf in dem Kérper weder RiB- 
bildung noch Doppelraumerfiillung stattfinden. Hierfiir ist notwendig und hin- 
reichend, da8 ein makroskopisch stetiges Verschiebungsfeld existiert, welches die 
Punkte des Kérpers aus dem idealen in den deformierten Zustand bringt (dann 
gibt es auch ein stetiges Verschiebungsfeld, welches sie wieder zuriick in den 
Anfangszustand bringt). Die Existenz der ,,Vorwartsverschiebung‘' verlangt 
(vgl. FuBnote 10) 

Om At — 0,A =0, (6) 


diejenige der ,, Riickwartsverschiebung“ dagegen 


Mit den Gln. (6) und (7) haben wir zwei Fassungen des geometrischen Grund- 
gesetzes vor uns, die erste bezogen auf den Anfangszustand, die zweite auf den 
Endzustand. Weitere Formulierungen dieses Gesetzes werden wir bald kennen- 
lernen. 

Beziehungen der Art (6, 7) gelten nur fiir die Gesamtdistorsion, da nur diese 
den Zusammenhang des K6rpers grundsatzlich wahrt. Der Grund fiir die mégliche 
Zusammenhangsstérung bei der rein plastischen Distorsion ist das Auftreten von 
Versetzungen. Es gibt im wesentlichen zwei Definitionen der Versetzung, eine 
differentielle und eine Integraldefinition. In der ersten wird die Versetzung als 
Randlinie zwischen dem abgeglittenen (d.h. plastisch verschobenen) und dem 
nicht-abgeglittenen Bereich einer Netzebene definiert und durch Gleitvektor und 
Tangentenvektor gekennzeichnet. Die zweite Definition erfolgt mit Hilfe des sog. 
Frankschen Burgers-Umlaufs um die Versetzung. In die Linie der momentanen 
Darstellung gehért die differentielle Definition, wahrend die Integraldefinition 
der differentialgeometrischen Betrachtungsweise der Theorie naher steht. 

Wir kiimmern uns hier nicht um Details, wegen derer auf [8] verwiesen wird, 
sondern definieren die Versetzungsdichte «,,;% bzw. «"” als MaB der Zusammen- 
hangsstérung bei der rein plastischen Distorsion durch 


nt == aaenin ee = (An Ar "ae 0, Am)/2. (8) 


(In «"* gibt bekanntlich n die Linienrichtung, —~ die Gleitrichtung an.) Diese 
Definition ist, wenn sie auf eine singulare Versetzung angewandt wird, mit der 
obigen Grenzliniendefinition identisch 4. Geht man zur linearen Naherung tber, 
indem man A¥= 67+ 7% setzt, so erhalt man bei Vernachlassigung der in den ’s 
quadratischen Glieder die Definition in der in [8] angeschriebenen Form 


a= — Rot B*. (9) 


a und B” sind die Tensoren (zweiter Stufe) der Versetzungsdichte bzw. der 
plastischen Distorsionen. 


11 Beachte: Die Randlinie einer Flache ist deren ,, Wirbellinie“. 
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Die Form (8, 9) der Definition als Rotation der plastischen Distorsion ist sehr 
eindringlich, (8) hat jedoch ftir Anwendungen den Nachteil, daB in %n17 die Indizes 
des Anfangs- und Zwischenzustands vorkommen. Bendtigt wird meistens eine 
ganz in den Endkoordinaten gehaltene (d.h. Eulersche) Darstellung. Die Um- 
rechnung ergibt 


i = ASAT AD oe” a Af (A¥d,, AE =¥ ue Opa Wa: (10) 


Wir werden diese Form der Definition benétigen, wenn wir jetzt die Fassung 
(7) des Grundgesetzes durch die Einfithrung des Versetzungsbegriffes erweitern. 
Dazu ersetzen wir in Gl, (7) A!, At, nach Gl. (5) und multiplizieren mit Af/2, 
es bleibt dann 


und mit (10) erhalten wir die um den Versetzungsbegriff erweiterte Fassung 
Ay, (Og = 0, Aj) [2 = Ont (12) 


der geometrischen Grundgleichungen. Linearisiert lautet sie (A% = 6%-+ Bi, 
Aj = of — Br) 
Rot Bp =a: 


Der Anwendung dieser Gleichung auf praktische Probleme, insbesondere die 
Spannungsbestimmung bei gegebener Versetzungsverteilung steht im Wege, daB 
in Gl. (42) die elastischen Dzstorstonen vorkommen, wahrend das Materialgesetz 
die elastischen Deformationen mit den Spannungen verbindet. Es gelingt nun 
mit Hilfe von Gl. (12) eine Gleichung herzuleiten, die nur noch Deformationen 
und Versetzungsdichte enthalt, und die sich als geeignet zur Spannungsbestim- 
mung erweist. Dazu wenden wir den in der Einleitung zu diesem Kapitel er- 
wahnten Kunstgriff an. Ausgangspunkt ist die Identitat 


Pipi = Ay, Oy == AAG A a 0, Aj,) [2 ab Apel Om Ay ar 0, Ax) [2 i 
ro Ap hOwAy, ot OnARW2 Ap heey an Om Aj) [2 ais (13) 
igs Pk (2 om On Aj) |2 se PPA CC Aj, _ 0, Aj)/2. 


Die rechts stehenden Terme sind nach Gl. (12) gleich 


Conv TP Cem eO1 2 me eels (14) 


Von den links stehenden sechs Summanden formen wir die ersten drei durch 
partielle Differentiation um, z.B. ist 


Ayn Om At = On (A py At) — At Om A b= Om Snr — Ain Om AX. (15) 
Mier ist g,, durch 
dst.) = g,,4x* dx! (16) 
definiert, die beniitzte Bezichung 
A, AT = ii (17) 


12 Schreibe At = At" Af und differenziere partiell (At ¢,,A¥ =—A¥ 0, AL usw 
Setze weiter A™ 0, =O» ((39], S. 70) os pee s 
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folgt leicht aus dem Vergleich von (16) mit (1) unter Beniitzung von (2). Ins- 
gesamt bleibt somit iibrig 18 
Brie = (CmSni + 8 mk — On Sim) (2 + hint = Lain (18) 


Wir definieren nun wie in [19] die Ausdriicke 


Stk = (Om Gai + O18mk — On Sim)|2> (19) 
iat Vn Sat ale rk ae VA 


Diese Definitionen sollen auch dann gelten, wenn man iiberall g durch a, b oder ¢ 
ersetzt. Ferner brauchen wir die GréBen a"* und g"*, die durch 


aa, = Of, gg. = 06} (20) 


definiert seien. V,, sei das Symbol fiir kovariante Differentiation im deformierten 
Zustand beziiglich der a,)-Metrik 14. SchlieBlich definieren wir die Eulerschen, 
d.h. auf den Endzustand bezogenen Deformationen in der in der nicht-linearen 
Theorie tiblichen Weise durch 


G P 
d Six) = ds = 2&,4x" dx’, dst. == dsiy = 2&0 x" dx, 


Asi = ads y= le avd x. 
(R) () kl 


Wir erhalten so 
@ P 
Ep) = (A, — 9,))/2, Ex) = (841 — Oy 1)/2, Ep) = (G1 — &x1)/2 (22) 


fiir den Tensor der Gesamtdetormation, der plastischen und der elastischen 
Deformation. Somit ist 


Smlk = Imik — 2Emik- (23) 


Wir kommen nun zuriick zu Gl. (18). Man rechnet leicht nach, daB der Ausdruck 


Bis=teirme* (8, Bary — BP Bang Bmip) (24) 
identisch verschwindet, demnach gilt 
Pits deiem el (8 Dain — 8 Lan gl mip) =0. (25) 


Es ]aBt sich zeigen [19], daB der antisymmetrische Teil dieser Gleichungen mit 
der aus der Definition (8) der Versetzungsdichte folgenden Divergenzbedingung 


Vste—0 (26) 


identisch ist, welche besagt, daB Versetzungen im Innern eines Kontinuums 
nicht enden kénnen. 


13 Gl. (18) enthalt auBer der Grundgleichung noch die Aussage (17). Fa®t man 
diese so auf, daB an den Distorsionen, die von (x) nach (f) fiihren, nur elastische 
Deformationen (keine quasiplastischen Distorsionen, wie in § 8) beteiligt sein durfen, 
so kann man (allerdings etwas kiinstlich) die Beziehung (17) als beteiligt an der 
Zusammenhangswahrung ansehen und Gl. (18) anstelle von Gl. (12) als vollstandigen 
Ausdruck des Grundgesetzes werten. In der allgemeinen Theorie (§ 8) werden wir 
entsprechend vorgehen. 

4 Zum Beispiel V,, pee = Cn Pea Pe) dap t Pm One Ely 
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Bildet man den symmetrischen Teil der Tensorgleichung (25)}°, so erhalt man, 
wenn man noch @, gem48 FuBnote 13 durch V, ausdriickt 16, die Grundgleichungen 
der Eigenspannungsbestimmung in der beschriinkten Theorve [19] 


rH = ee eV A 2 Enptecls Mmiy oe 
na gei(— 2Enkg ata inka) — 2Emlo - mip) Jip = 0. 


Fiir h,,;,=0 sind dies die bekannten nicht-linearen Kompatibilitatsbedingungen 
fiir die elastischen Deformationen [17, 40]. In linearisierter Form wurden die 
Gln. (27) frither [5] 


(27) 


Inke =VxexV =(axV)S=y (28) 


geschrieben (fiir Ink lies ,, Inkompatibilitat von"). 


Wir deuten die Verwendung dieser Gleichungen kurz an ([8, 19], vgl. auch §8)*. 
Mit Hilfe des Spannungsfunktionsansatzes werden die Gleichgewichtsbedingungen 
fiir die Spannungen bei Abwesenheit von Massenkraften identisch erfillt. Unter 
Bentitzung des Materialgesetzes wird danach «,, bzw. €,,,;, in den Spannungs- 
funktionen ausgedriickt, so daB die Grundgleichungen der Eigenspannungsbe- 
stimmung zu Gleichungen werden, die nur Spannungsfunktionen und Verset- 
zungsdichte enthalten. Die Lésung dieser Gleichungen unter Berticksichtigung der 
Randbedingungen liefert die Spannungsfunktionen, damit auch die Spannungen 
und elastischen Deformationen. Wie wir in §5 erlautern, ist die physikalische 
Bedeutung von h,,,, diejenige der Cosserat-Nyeschen Strukturkriimmungen, die 
sich somit bei gegebener Versetzungsdichte trivial ergeben. Danach ist die auf 
S. 276 unter (2) gestellte Aufgabe im Rahmen der beschrankten Theorie gelést. 


Hiermit wollen wir die elementare Fassung der Theorie verlassen und zur 
differentialgeometrischen Betrachtungsweise tibergehen. 


§ 95. Die differentialgeometrische Fassung der beschrankten Theorie 


Fiir die Verwendung der allgemeinen Differentialgeometrie in der Kontinuums- 
mechanik ist die folgende Betrachtungsweise typisch: B'(1) sei ein Vektor, der 
zwei Punkte innerhalb des Massenelements 1 im Anfangszustand verbindet. 
Bt (2) sei ein dazu paralleler, gleichlanger Vektor in einem benachbarten Element 2. 
Den Vektor, der im Endzustand die gleichen Punkte wie B' im Anfangszustand 
verbindet, also das Abbild von Bt, nennen wir B*. Kann man nun den Wert 
von dB* fiir alle Nachbarelemente im Endzustand angeben, so ist damit auch 
die Gesamtdistorsion, die der Kérper erlitten hat, gekennzeichnet. 


* Zusatz bet der Korvektury. Das in [19] zur Berechnung des Spannungsfeldes der 
Schrauben- und Stufenversetzungen verwendete quadratische Elastizitatsgesetz (54) 
enthalt leider einen Fehler. Daher sind in den Formeln der 8§ 5, 6 von [19] kleinere 
Korrekturen nétig, die demnachst zusammen mit einer auch die Randbedingungen 
berticksichtigenden Behandlung des Problems der Schrauben- und Stufenversetzungen 
angegeben werden sollen (voraussichtlich H. PFLEIDERER et al., Z. Naturforschung 
15a (1960)). 

© Wir deuten an, da®B wir den symmetrischen oder antisymmetrischen Teil beziig- 
lich zweier Indizes nehmen, indem wir diese in runde bzw. eckige Klammern setzen. 


; *® Wahlt man zur Beschreibung des Endzustands kartesische Koordinaten, so ist 
ayn? =0 und V,=,. 
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d B* wird dem Vektor B* selbst proportional sein und auch dem Abstand dx” 
der Punkte, an denen B* verglichen wird, d.h. 


ibe — Uy," Ba. (29) 


Vergleicht man in entsprechender Weise einen Vektor C* im natiirlichen Zustand, 
den wir uns jetzt gemaB FuBnote 9, 10 als (materiellen) nicht-Euklidischen Raum 
vorstellen, mit seinem Abbild C* im deformierten Zustand, so erhdlt man ent- 


hend 
sprechen dCh pei dd [ie Cd x™ (30) 


oder auch 1” 
dC, = — Ti, Cd x™. (34) 


Man bezeichnet zwei Vektoren C* an zwei um d x” aye a eon Punkten, 
fiir die Gl. (30) gilt, als (nicht-Euklidisch) parallel beziiglich J},,*, ihr kovariantes 


Diff tial 
Sek 4 6Ch=dC470,*Cl ax” (32) 
verschwindet. 


Wir werden sehen, daB J},,, sowohl die elastischen Deformationen als auch 
die Strukturkriimmungen enthalt, also in dem von uns angestrebten Umfang 
den Endzustand des Kérpers kennzeichnet. Die GréBen J},,, bzw. 0},,, heiBen 
lineare oder affine Konnexion (auch Affinitdt). Die affine Konnexion stellt die 
zentrale GrdéBe des von uns beanspruchten Teils der allgemeinen Differential- 
geometrie dar. Wir haben uns jetzt mit ihren Eigenschaften zu beschaftigen. 

Schon allein aus den Symmetrieeigenschaften von /},,, kann man wichtigen 
AufschluB tiber die Verformung des Korpers bekommen. Zunachst fiihrt der 
in J, k antisymmetrische Teil J},;,,; der Konnexion J},,, immer zu einer infini- 
tesimalen Drehung des Vektors C* beim Fortschreiten um dx”, denn es ist 
Ch dC, =—D qj C' C* dx” =0. Untersucht man die Distorsion eines Dreibeins bei 
der beziiglich I},,,;,; parallelen Verschiebung um dx”, so stellt man fest, daB 
dieses ebenfalls gedreht, jedoch nicht deformiert wird. Dagegen gibt der in /, k 
symmetrische Teil J}, ,,, von I},;, AnlaB zu einer reinen Deformation des Dreibeins. 
Es besteht also bei gegebener Konnexion die einfache Méglichkeit, die Deforma- 
tions- und Drehungsanteile additiv zu trennen, was daher riihrt, daB der in der 
Konnexion betrachtete Unterschied der Deformation bzw. Drehung in zwei 
Nachbarelementen infinitesimal ist. 

Als dreifach indizierte GréBe kénnte die Konnexion /},,, im Dreidimensionalen 
prinzipiell 27 funktionale Freiheitsgrade besitzen. Diese Zahl reduziert sich in- 
dessen auf 15, wenn man sich auf metrische Raume beschrankt, das sind solche, 
in denen der Abstand zweier beliebiger Punkte definiert ist. Nur solche Raume 
kommen bis jetzt in der Kontinuumsmechanik vor (s. § 9). 


In den Lehrbiichern der Differentialgeometrie erfahrt man, daB die all- 
gemeinste metrische Konnexion J;,,,, die Form 


Dnie=Emint Mate (33) 


17 Wir werden den ausgezeichneten: Index in den Konnexionen (immer der dritte) 
je nach Bedarf als oberen oder unteren Index schreiben. Fiir das Heben und Se 
der Indizes muB oat richtige pours verwendet werden, z.B. bjj17 = bei, Don” 
aber Tj,7% = Skntmi.- Dabeiist by, = At Ab noeH, Sri —~ARAi&,,- In Zweifelsfallen werllen 
wir den Metriktensor besonders Pipebend 


19* 
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mit den Abkiirzungen 


Smith = (Ombnt + 1&me — kim) |Z, (34) 
Pim tn = Tomine + Le mys — Ltcaim (35) 

hat. Dabei folgt die Bedeutung von g,; aus 
dst = Bp, ax dx’. (36) 


(ds) ist der Abstand zweier Punkte im natiirlichen Zustand, deren gegenseitige 
Lage im deformierten Zustand durch dx* gekennzeichnet ist. Demmnach ist 

En1 = (4e1 — Bei)/2 (37) 
der schon in § 4 beniitzte (Eulersche) elastische Deformationstensor.) 

Wie man sieht, ist h,,,, antisymmetrisch in J, k, beschreibt also eine reine 
Drehung des Dreibeins beim Fortschreiten zum Nachbarelement. 

Die von h,,;, beschriebenen Relativdrehungen zwischen den Massenelementen 
bestehen zunidchst unabhangig von den elastischen Deformationen des K6rpers, 
die wegen (37) ganz durch den Anteil g;,;, von J},,, beschrieben werden. Ins- 
besondere kénnen die Deformationen verschwinden, d.h. ¢,,;,—=0 werden, und 
die Drehungen bestehen bleiben. Betrachtet man das gemaB der Beziehung (31) 
verschobene Dreibein als das trzédve mobile der Gebr. COSSERAT, so hat man un- 
mittelbar die Beziehung gefunden: Der Anteilh,,;, von I},,, beschreibt die 
Cosseratschen Relativdrehungen bzw. die daraus resultierenden Strukturkriim- 
mungen. 

Der in m,l antisymmetrische Teil [j,,;;, eimer Konnexion J},,, wird nach 
CarTAN [41] als Torsion bezeichnet. Er hat die Transformationseigenschaften 
eines Tensors dritter Stufe, wahrend J},,, selbst sich nach einer komplizierteren 
Formel transformiert. 

Wir werden die Beziehung 

Dt = nik (38) 


in §6 ableiten, d.h. es ist die Cartansche Torsion mit der Versetzungsdichte 
identisch. Damit folgt aber aus (35) unmittelbar die friihere Beziehung (14). 
Infolgedessen sind die Cosseratschen Strukturkriimmungen direkt mit den Ver- 
setzungen verbunden, sie kénnen ohne Versetzungen nicht realisiert werden. 
NYE [30] hat diese Kriimmungen mit Hilfe des mit h,,,;, aquivalenten Tensors 


IO me ce (39) 
beschrieben, der durch die Definition 
de" = K",,dx™ (40) 


eingefiihrt wurde, wo d” die Relativdrehung zwischen zwei Nachbarelementen 
ist. Den Zusammenhang mit CossERAT hat dann GUNTHER [3/] hergestellt. Es 
ist sehr eindrucksvoll zu sehen, in welch einfacher Weise die in dem Cosseratschen 
Buch so kompliziert erscheinenden Kriimmungen in der modernen differential- 
geometrischen Darstellung auftreten. Da mit gegebener Versetzungsdichte gleich- 
zeitig auch die Strukturkriimmungen gegeben sind, ist. das Hauptproblem die 
Bestimmung der zu den Versetzungen gehérigen Eigenspannungen, 


Versetzungen und Eigenspannungen 293 


Diese hangen sehr eng mit den g,,;, zusammen, die ein MaB fiir die elastische 
Deformation sind. Bei der Deutung der g,,,, kénnen wir uns demnach auf die 
Betrachtung des Ausdrucks 

~= (Cn eer emp Op Em) (41) 


beschranken. Der erste Summand ist symmetrisch in k,/ und gibt daher AnlaB 
zu einer reinen Deformation, namlich 


ace — Cds l- (42) 


Dagegen ist der Rest — (0,€,,, — O, &€,,) in k,/ antisymmetrisch und gibt AnlaB 
zu einer reinen Drehung. Es wird 


ACH — C1 (8, Emmy — Oy 6) m) EH” = Ey, C (€'8" 0; bg AX), (43) 


wobei der in dem rechten Term in Klammern stehende Ausdruck als Drehung 
von C* beim Fortschreiten um dx” zu interpretieren ist. (Falls ¢,,, aus einem 
Verschiebungsfeld herrthrt, also €,,=(VzSin+Vi,5,)/2 ist, wird dieser Ausdruck 
einfach d (rot 8).) 

Die eben beschriebenen Drehungen bzw. die zugehorigen Kriimmungen sind 
unmittelbar mit den elastischen Deformationen gekoppelt, sie verschwinden mit 
der Entspannung (etwa durch Auseinanderschneiden). Entsprechendes hat man 
ja in der geometrisch einfacheren Theorie der Lastspannungen, wo mit den De- 
formationen zugleich die Drehungen festgelegt sind. Man muB die zu (43) ge- 
horigen Kriimmungen gut von den weiter oben erklarten (makroskopisch) span- 
nungsfreien Strukturkriimmungen unterscheiden. 

Differenziert man die Konnexion J},,* bzw. I},,, kovariant beziiglich des 
ausgezeichneten Index k (und beziiglich J},,"), und bildet man von dem Ergebnis 
den antisymmetrischen Teil (Symbol [” m]), so erhalt man mit dem Riemann- 
Christoffelschen Kriimmungstensor 


d Witrece=no Ne) og Bk Males aw betel Bint eee (44) 
Uymte = 2 (G.I nin © Li ngl miplinm (45) 


eine weitere wichtige GréBe der Theorie. Im Falle metrischer Konnexion J}, ;; 
ist I} ,,;, antisymmetrisch sowohl im ersten als auch im zweiten Indexpaar, 
wahrend Symmetrie beziiglich der Vertauschung von u,m mit /,k nur unter 
einschrankenden Bedingungen fiir Jj,,,, gilt. Wegen der erwahnten Antisym- 
metrie ist der aus J},,,,, gemaB 38 

WS Sia Gig (46) 


gebildete Einstein-Tensor J” mit J),,,), gleichwertig. Fiir J’ gilt die Divergenz- 
bedingung (SCHOUTEN [39], S. 146) 


TB ee copie eg Ma (47) 
die als Bedingung fiir J},,,,, geschrieben, auch Bianchi-Identitat heiBt. Die rechte 
Seite von (47) verschwindet in einer linearisierten Theorie. 


18 Diese Formel gilt nur im Dreidimensionalen. Die fiir beliebig-dimensionale 
Raume giiltige Definition des Einstein-Tensors erfolgt tiber den sog. Ricci-Tensor, 
man findet sie in allen Lehrbiichern der Differentialgeometrie und Relativitats- 
theorie. 
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Ein bekannter Satz der Differentialgeometrie besagt: Verschwindet der 
Kriimmungstensor J7,,,;,, $0 hat die Konnexion [;,,, die Form 


Sen Pee (48) 


mlk kn 


Falls nun die Identitat (38) gilt, ist der antisymmetrische Teil der Gl. (48) die 
geometrische Grundgleichung !° (vgl. (12)), und die Gleichung 


Nai 85 (49) 


wo I7,,, nach Gl. (33, 34,37) einzusetzen ist, die Grundgleichung der Eigen- 
spannungsbestimmung (vgl. (14) und (27)). Die Gleichung 


Thao (50) 


ist wieder die Divergenzbedingung fiir die Versetzungsdichte. Damit ist die 
Beziehung zwischen der elementaren und der differentialgeometrischen Fassung 
der Theorie weitgehend hergestellt. 

Die Gl. (49) stellt eine Kopplung zwischen dem Kriimmungsanteil h,,;, und 
dem Deformationsanteil g;,,, der Konnexion J},,, her, welche bewirkt, daB eine 
gegebene Versetzungsdichte zu Spannungen fihrt. 

Ersichtlich erscheint hier Gl. (48) bzw. (49, 50) als eine Forderung, die zusatz- 
lich zu der geometrischen Grundgleichung (12) besteht. Wir haben nun zu fragen, 
was uns dazu berechtigt, J|,,,;, bzw. I’’ gleich Null zu setzen. Diese Frage war 
bei der elementaren Behandlung der Theorie gar nicht aufgetaucht, die Gl. (25) 
ergab sich hier ganz von selbst aus der entwickelten Vorstellung tiber den Ver- 
formungsvorgang. Man erkennt an dieser Stelle, daB der differentialgeometrische 
Standpunkt der allgemeinere ist, und es erhebt sich die Frage nach der physikali- 
schen Bedeutung eines nicht-verschwindenden Kriimmungstensors (bzw. Einstein- 
Tensors). Konpo, der diese Frage aufwarf [20, 21], sprach in diesem Zusammen- 
hang von ,,Kriimmungstehlstellen“ im Gegensatz zu den ,,Torsionsfehlstellen“ 
(Versetzungen), doch blieb in der Frage der physikalischen Bedeutung der Kriim- 
mungsfehlstellen noch einiges offen. 

Im (allerdings nur scheinbaren) Gegensatz zu KONDO waren BILBy und 
SMITH [24] auf Grund ahnlicher Vorstellungen, wie sie oben entwickelt wurden, 
zu der Beziehung J},,,;,=0 gekommen, die sie als physikalisches Erfordernis 
bezeichneten, damit ein Kristallgitter an jedem Punkt des Mediums definiert 
sel. Wir werden diese wichtigen Fragen in §6—9 besprechen. Zuvor soll im 
nachsten Paragraphen die Identitat von Versetzungsdichte und Cartanscher 
Torsion bewiesen werden, die das Fundament der differentialgeometrischen 
Theorie der Versetzungen bildet. 


§ 6. Die Identitét von Versetzungsdichte und Cartanscher Torsion ® 


Wir zeigen in diesem Paragraphen, da der zur (Integral-)Definition der 
Versetzung vielbeniitzte Franksche Burgers-Umlauf [42] mit dem in der Differen- 
tialgeometrie schon vor der Einfiihrung des Versetzungsbegriffs bekannten 
Cartan-Umlauf identisch ist. Dazu beschreiben wir zunidchst kurz die Frank- 
sche Versetzungsdefinition. 

 DaB man unter A* wieder die elastischen Distorsionen zu verstehen hat, laBt 
sich leicht zeigen, vel. § 6. ; 

20 Vgl. zu diesem Paragraphen insb. Bitsy [26]. 
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Abb. 2a zeigt einen Realkristall (a) mit einer Versetzung (entsprechend unse- 
rem deformierten Zustand). Durch Zahlen ist in diesem ein die Versetzung 
umfassender geschlossener Umlauf, beginnend und endend beim Punkt P, ange- 
deutet. In dem idealen Kristall (b) der Abb. 2b (der nichts mit unserem Anfangs- 
zustand zu tun haben soll) sei von einem Bildpunkt P’ von P ausgehend das 
korrespondierende Umlaufprogramm durchgefiihrt (gestrichene Zahlen). Jedem 
Schritt in @ entspricht ein Schritt in b. Nach demjenigen Schritt, mit dem in a 
der Umlauf geschlossen ist, bleibt in } noch ein Rest, der sog. SchlieBungsfehler 


Q’ P’ bis zum Bildpunkt P’. Mit Hilfe dieses ,,Burgers-Vektors‘‘ definiert FRANK 
die Versetzung. 
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Abb. 2a u. b. Zur Frankschen Definition der Versetzung im Kristall 


Wir wollen nun den SchlieBungsfehler mit Hilfe der Konnexion ausdriicken. 
Dazu betrachten wir den Realkristall a von einem nicht-Euklidischen Standpunkt, 
womit wir die Basis von CARTAN beziehen. Es wird festgesetzt, daB zwei Vektoren 
an zwei um ax” auseinander liegenden Punkten, die sich um 


dC = — mica (54) 


unterscheiden, gleichlang und parallel sein sollen (BILBy, BULLOUGH und SMITH 
[23]). Von diesem Standpunkt aus wird der Realkristall zum nicht-Euklidischen 
Idealkristall, d.h. seine kleinsten Gittervektoren sind alle gleichlang und, soweit 
sie gleiches k haben, parallel (k=1, 2,3). (Auf die singularen Verhaltnisse im 
Zentrum der Versetzung brauchen wir uns nicht einzulassen, da der Umlauf 
dieses nicht beriihrt.) 

Wir geben nun eine etwas abgednderte Beschreibung des Frankschen Umlaufs, 
von der man jedoch sofort erkennt, daB sie mit der urspriinglichen gleichwertig 
ist (vgl. hierzu SCHOUTEN [39], S. 127). Wir denken uns den Idealkristall b so 
auf den Realkristall a gelegt, daB der Punkt P’ mit P zusammenfallt und das 
Idealgitter b tangential an dem Realgitter a liegt. Der erste Schritt des Umlaufs 
bringe die Punkte 1’ und 1 zur Deckung, wobei nun 6 in 1 tangential an a liegen 
mége. Wir nennen diese Stellung symbolisch (11). Der zweite Schritt des 
Umlaufs bringe } in die Stellung (2’2), die analog wie (1'1) zu beschreiben sei. 
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Wir versuchen jetzt die Lage des Punktes P’ in der jeweiligen Stellung zu be- 
rechnen, und zwar nehmen wir das kartesische Koordinatensystem (x) des Ideal- 
gitters a in der betr. Stellung mit dem Kontaktpunkt (z.B. n’ in Stellung (n'n)) 
als Ursprung zu Hilfe. Es soll jedoch versucht werden, anstelle der Koordinaten x* 
des Idealgitters die Koordinaten des Realgitters soweit wie mdglich zu verwenden. 
In der (1’4)-Stellung hat P’ in dem oben beschriebenen kartesischen Gitter 
die Koordinaten — dx”. (Das Subskript 1 kennzeichne die Nummer des Schrittes.) 
1 
Wir werden sehen, daB es allgemein erlaubt ist, dx* durch dx" zu ersetzen, wenn 
n= ist. 
Bei der folgenden Verschiebung von (14) nach (2’2) bekommt zunachst der 
Punkt 1’ im kartesischen Gitter mit Ursprung in 2’ gemessen die” Koordinate 
= oe bzw. — ax. Bei dieser Verschiebung ist jedoch der Vektor 1’ 1’ P’, d.h. — dx" 
pai tiber dx! verschoben worden, d.h. er hat sich um dd x! = ——J},4* Pda i Eon 


gedndert. Somit sind die Koordinaten von P’ (beziiglich ‘ice Pdnktes. 2) 
= dx! — d Fee) pe? dx! dx”. Beim nachsten Schritt wird der eben hingeschriebene 


Vektor tiber ax: parallel verschoben, man erhalt als Ortsvektor von P’ beziiglich 
3’ nun —dxk— dst —dit 1,8 dx! dx" + Ty! dx dx™+ Ti dx dx” (die An- 
teile dritten Grades in den dx* sind weggelassen). 

Man sieht, wie es weiter geht. Mit der Ankunft in der Stellung (Q’ P) haben 
wir einen vollen Cartan-Umlauf ausgefiihrt. Zur Berechnung des SchlieBungs- 
fehlers Q’P” haben wir eine kompliziert aussehende Summe auszurechnen. 


An dieser Stelle machen wir nun den Ubergang zur Kontinuumstheorie. Wir 
lassen die Gitterkonstante gegen Null gehen und ersetzen die einzelne Versetzung 
durch eine Anordnung kontinuierlich verteilter Versetzungen infinitesimaler 
Starke. Machen wir den Umlauf geniigend klein, so kénnen wir J},)* in dem be- 
treffenden Bereich als konstant ansehen (ein SchluB, wie er auch sonst in der 
Kontinuumsphysik oft beniitzt wird). Dann schreibt sich der SchlieBungs- 


tenler.O2P” 
1 m Atm 1 m aad 
dx dx + ax dx + ax dx = 


dx! m ] y! m oP 
AV =D dx 4Ty,! id idk thks (52) 
pe SU ear Me pa ea 
3° 4 
ue 


Die erste Summe hatte genau genommen 2 dx" geheiBen, doch erkennt man 


an dieser Stelle, da8 zwischen beiden Siiaimate kein Unterschied besteht, man 
braucht nur die Lange der Schritte gegen Null gehen zu lassen (man vgl. etwa 
die Umfangsberechnung eines Kreises mit Hilfe eines Polygons, dessen Eckenzahl 
gegen unendlich geht). Zugleich sieht man, daB der obige Ersatz von a x" durch 


d «* die zweite Summe in (52) nur um Glieder dritten Grades in dr x* andern 
konnte, da die Differenz von d x* und d x* in d x* quadratisch ist. Somit ist der 


oben vorgenommene Ersatz on aa dixch dx voll gerechtfertigt. 
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Die erste Summe in (52) verschwindet, die zweite ergibt gerade das von dem 
Umlauf berandete Flachenelement AF”! (Vorzeichen gemaB Rechtsschrauben- 
regel). Miegen der Antisymmetrie von AF”! tragt offenbar der symmetrische 
Teil von J}, )* plchis zum SchlieBungsfehler bei, es bleibt 


YAN pti ish rae (53) 
Da 
AG" =) AE™ = ol" AF, (54) 


die Kontinuumsversion der Frankschen Versetzungsdefinition ist, haben wir die 
Identitat (38) von Versetzungsdichte und Cartanscher Torsion bewiesen. Dabei 
sind wir ganz ohne den Begriff der Distorsion ausgekommen. 

Man kann nun nach BitBy, BULLOUGH und SmiTH [23] (etwas weniger all- 
gemein) den SchlieBungsfehler leicht auch in der elastischen Distorsion aus- 


driicken. Schreibt man die Koordinaten von P’ in der (n'n)-Stellung — 2) d Nagle 


wo e, die kartesischen Basisvektoren des Idealgitters in der (n’n)- Stellung sind, 
so hat man dx*=A%dx*. Fiir den geschlossenen Umlauf (n’=Q’) ist dann 


b*e, = OQ; Pi = ar Aye, (55) 


Da die e, kartesisch sind, k6nnen wir sie auBerhalb der Summe stellen, d.h. wir 
k6nnen sie in Gl. (55) ttberhaupt streichen. Der Grenziibergang zur Kontinuums- 
theorie lefert mit Hilte des Stokesschen Satzes 


= 6 dx AX =e [fl (6,,A%— 0,A%) dF", (56) 
und wenn der Umlauf ein geniigend kleines Flachenelement Af”! umschlieBt, 
Ab* = 4 (0, A*% — 0,, At) AF™’. (57) 

Das Abbild von 4b* im deformierten Zustand ist 4b*= A* Ab”, somit wird 
AG ee ee (58) 
Omi? = AX (8, Aj, — On, Ai) /2. (59) 


Man kann dies als Beweis fiir die Behauptung von FuBnote 19 in Verbindung 
mit Gl. (48) ansehen. 

Zum Schlu8 haben wir noch ein Ergebnis zu erwahnen, das in vielen Lehr- 
biichern der Differentialgeometrie oder Relativitatstheorie abgeleitet wird und 
den Riemannschen Kriimmungstensor betrifft. Verschiebt man einen Vektor C* 
parallel langs des Randes eines Flachenelements 4F”” einmal herum bis zum 
Ausgangspunkt, so erfahrt der Vektor eine Anderung 


AC*=1Ry mi" CLAE™, (60) 


In unserem Falle metrischer Konnexion ist R,,,,;, in J, k antisymmetrisch, infolge- 
dessen ist AC* | C’. Verschiebt man statt eines einzelnen Vektors ein Dreibein, 
so sieht man, daB dieses gedreht, aber nicht deformiert wird. Man kann daher 
die Gl. (60) leicht in die Form 

Aj, = — Rami, 4 (61) 
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a 


oder in die Einsteinsche Form (vgl. [8], S. 130) ?1 
Aw’ =— R' AF (62) 


bringen. Dabei ist w,, der antisymmetrische Tensor, welcher die Drehungen 
beschreibt, w' der aquivalente Vektor. 

Die Beziehung (62) hat zu einer anschaulichen Deutung des in der linearen 
Theorie der Eigenspannungen in letzter Zeit viel bentitzten Inkompatibilitats- 
tensors y gefiihrt, der auch ein Einstein-Tensor ist (vgl. Gl. (86)). Schneidet 
man aus dem Koérper mit Eigenspannungen einen geschlossenen, ein Flachen- 
element Al, berandeten Ring heraus, und schneidet man diesen dann auf, so 
erleiden die Enden Drehsprung 4w’=—y''/ AF, (Moricuti [43], EsHELBy [44], 
KRONER [8], S. 38). ' 

Aus (61) folgt: Da in einem Kristall, wie er auch immer deformiert sei, die 
Gitterorientierung an jedem Punkt definiert werden kann (sonst hat man keinen 
Kristall mehr), mu8 der Riemann-Tensor einer Konnexion, die Gitterdistorsionen 
beschreibt, verschwinden (BitBy und SmitTH [24)). 


§ 7. Die Konzeptionen der allgemeinen Theorie 


Wir hatten in § 4 den deformierten Zustand mit Hilfe des Tensorfeldes der 
elastischen Distorsionen A® gekennzeichnet. Mit A® ist auch At 0,, A¥ bestimmt, 
und damit folgen iiber Gl. (17) und (18) die Deformationen und Strukturkriim- 
mungen. Die A* brauchen a priori keinerlei Einschraénkungen zu unterliegen, 
sie enthalten also i. allg. neun funktionale Freiheitsgrade. Aus der Versetzungs- 
theorie ist bekannt, daB Versetzungslinien im Innern eines K6érpers nicht enden 
kénnen; wir hatten dies durch die Divergenzbedingung (26) zum Ausdruck ge- 
bracht. Somit hat die Versetzungsdichte sechs funktionale Freiheitsgrade. Die 
Zahl der Freiheitsgrade der Ursachen (Versetzungsdichte, Massenkrafte) ist damit, 
wie es sein muB, gleich der Zahl der Freiheitsgrade der Wirkungen (gekennzeichnet 
etwa durch elastische Distorsionen), namlich neun. 

Im Gegensatz hierzu hat die allgemeine metrische Konnexion fiinfzehn funk- 
tionale Freiheitsgrade. Die Beschrankung auf neun erfolgte in der differential- 
geometrischen Theorie durch Nullsetzen des Riemann- bzw. Einstein-Tensors. 
Diese MaBnahme erscheint vom allgemeineren Standpunkt der Differential- 
geometrie als sehr willktirlich, und man hat daher im metrischen Kérper Zustande 
zu erwarten, die allgemeiner sind als die in § 4,5 gemeinten. Zur Beschreibung 
dieser Zustande haben wir die Konnexion J},,,, diese besteht aus dem Deforma- 
tionsanteil g;,;, (sechs Freiheitsgrade) und dem Strukturkriimmungsanteil /,,,, 
(neun Freiheitsgrade). Die wichtige Frage ist nun diejenige nach den Ursachen 
dieser allgemeineren Zustande, d.h. nach der physikalischen Bedeutung des 
Tensorfeldes 6", das dem Einstein-Tensorfeld J’ gleichzusetzen ist. 

Wie erwahnt, ist die Gleichung, die man erhalt, wenn man den antisymmetri- 
schen Teil des Einstein-Tensors fiir sich Null setzt, mit der Divergenzbedingung 
fiir die Versetzungsdichte im deformierten Zustand identisch. Man wird also 

*! Der Bericht [8] enthalt die Vorstellung, daB FR, _7, in J, k nicht antisymmetrisch 
zu sein braucht. Alle diesbeziiglichen Bemerkungen miissen korrigiert werden, wenn 


die Konnexion metrisch sein soll. Insbesondere sind dann in FuBnote ily Sy AIS ATOra 
[8] die Distorsionen durch die Drehungen zu ersetzen. 
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damit zu rechnen haben, daB Versetzungen auch im Innern eines Korpers aufhéren 
kénnen. Allerdings hat man dann offenbar die Versetzungsdichte allgemeiner zu 
definieren, als in § 4. Es sei betont, daB die Definition der Versetzung mit Hilfe 
des Cartan-Umlaufs nicht das Verbot des Aufhérens im Kérper enthiilt. 


Wahrend bei verschwindender Versetzungsdichte auch der antisymmetrische 
Teil des Einstein-Tensors verschwindet, trifft dies fiir den symmetrischen Teil 
i. allg. nicht zu. Wir schreiben hierfiir 


Te) = BM), (63) 
.wobei g;,), fiir J},,, einzusetzen ist. 


Die B“” fithren also zu einer elastischen Deformation und somit zu Eigen- 
spannungen. Dabei tritt jedoch keine Cosserat-Nyesche Strukturkriimmung auf, 
denn wir hatten /,,;, =0. Wir wollen jetzt zeigen, daB man solche Eigenspannun- 
gen durch Einschieben von Materie in den sich im Idealzustand befindlichen 
KO6rper realisieren kann. Das wesentliche laBt sich wieder am besten am Kristall 
erklaren. 


Dieser bestehe aus nur einer Sorte von Atomen und befinde sich im Ideal- 
zustand. Zum Beispiel kénnen wir ihn mit dem Kristall in Abb. 2b identifizieren. 
Schieben wir in diesen Kristall Materie etwa in Form einer neuen, im Innern 
aufho6renden Netzebene ein, so erhalten wir den Realkristall von Abb. 2a: Wir 
haben eine Versetzungslinie in dem Idealkristall erzeugt. Dies gerade brauchen 
wir aber nicht, da mit der Versetzung die Struktur verandert wird, in dem Sinn, 
daB die Cosserat-Nyeschen Kriimmungen /,,;, nicht mehr iiberall verschwinden. 


Wir kénnen jedoch noch auf andere Weise Materie in den Korper einschieben, 
namlich auf sog. Zwischengitterplatze. Dann werden die regularen Atome ela- 
stisch verschoben, wobei die Netzebenen natiirlich auch gekriimmt werden. Dies 
ist jedoch die mit dem Anteil g;,,,, verbundene, mit den elastischen Deformationen 
fest gekoppelte Kriimmung, die wir durch Gl. (43) beschrieben hatten. Wir haben 
also zweierlei Arten von Materie zu unterscheiden: Die reguldre Materie, die den 
Idealzustand aufbaut, und die Extvamaterie, die AnlaB zu einer elastischen De- 
formation des Kérpers gibt, ohne daB dabei Versetzungen gebildet werden. Keine 
der regularen Netzebenen des mit Extramaterie gefiillten Kérpers endet in dessen 
Innern. 

Die spannungserzeugende Wirkung der Extramaterie besteht darin, da die 
umliegende regulare Materie auseinander gedriickt und dadurch elastisch defor- 
miert wird. Jedes einzelne Zwischengitteratom kann als ein elastischer Dipol 
angesehen werden, wie wir ihn im IV. Kap. ausfiihrlicher beschreiben. Solch ein 
Dipolist ein symmetrischer Tensor”? (symmetrisch, da von ihm keine Drehmomente 
auf seine Umgebung ausgetibt werden). Infolgedessen laBt sich die Extramaterie 
durch das symmetrische Tensorfeld einer stetigen Verteilung elastischer Dipole 
beschreiben. 


22 Ein Zwischengitteratom driickt i. allg. nach verschiedenen Richtungen nicht 
gleichstark, daher kommt die tensorielle Wirkung der Extramaterie. In ganz ahnlicher 
Weise wirken natiirlich auch substitutionell eingebaute Fremdatome und Leerstellen. 
Diese sind daher in die Extramaterie eingeschlossen. Insbesondere kann bei diesen 
Gitterfehlern das Vorzeichen der Extramaterie auch negativ werden. 
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Wir schneiden nun die einzelnen Massenelemente auseinander, sie kénnen 
sich dann frei dehnen, d.h. die Spannungen verschwinden, tbrig bleibt eine von 
Massenelement zu Massenelement sich andernde spannungsfreie (deshalb auch 


quasiplastisch genannte) Deformation En gegeniiber dem Zustand ohne Extra- 
materie. Man kann auch das symmetrische Tensorfeld dieser quasiplastischen 
Deformation verwenden, um die Extramaterie zu kennzeichnen. 

Das nicht-homogene Einfiillen von Extramaterie verandert die reguldre 
Kristallstruktur derart, daB die Gitterkonstanten von Ort zu Ort variabel werden, 
jedoch bleibt die Orientierung erhalten. In einem gewissen nicht-Euklidischen 
(Riemannschen) Raum kénnte ein solches Gitter spannungsfrei bestehen. Zwingt 
man es jedoch im Euklidischen Raum z.B. in eine solche Position, daB seine 
regularen Atome die Platze eines Idealgitters einnehmen, so ist dieser Zustand 
nicht (kraft-)spannungsfrei. 

Man kann nun andererseits an eine Substanz denken, die, in einen Idealkristall 
eingefiillt, bewirkt, daB der K6rper nur in einem nicht-Euklidischen (Cartanschen) 
Raum momentenspannungsfrei sein kann, bzw. daB er in der Position des Ideal- 
kristalls (wie oben) nicht momentenspannungsfrei ist. Eine detaillierte Vor- 
stelllung iiber das Wesen dieser Substanz besteht zur Zeit nicht, man konnte 
an gewisse mikroskopisch schwankende Verteilungen von Zwischengittermasse 
denken, entsprechend der im ersten Kapitel hervorgehobenen Aquivalenz von 
makroskopischen Momentenspannungen und mikroskopischen Kraftspannungen. 
Wir lassen diese Frage offen und wollen die genannte Substanz provisorisch als 
Drehmaterie bezeichnen. Sie hat sechs Freiheitsgrade (im Gegensatz zu der makro- 
skopischen Extramaterie, die drei hat) und wird daher durch den antisymmetri- 
schen Teil B“’! von B'! nur zur Halfte beschrieben. 

Fiir die qualitative Diskussion der Drehmaterie eignet sich besonders die 
geometrische Grundgleichung in der im I. Kapitel beniitzten Lagrangeschen 
Schreibweise : 

Rot B —a =8. 
Zerlegt man 6 gemaB 


$2) Rote Roto Grd at 


Q : ; : ; 
wo € der oben genannte Tensor der quasiplastischen Deformation ist, welcher 


die makroskopische Extramaterie beschreibt, so stellen das Drehtensorfeld @ und 
das Vektorfeld a die Drehmaterie dar. Wegen Diva—=W—Div Grada ist der 


Gradientenanteil von 6 mit B"”! gleichwertig, wahrend der Anteil Rot @ von 8, 
wie aus den Rechnungen des nachsten Paragraphen folgt, bei der Bildung des 
Einstein-Tensors verloren geht. 

Wenn wir die Theorie der neun Freiheitsgrade um die neun Freiheitsgrade der 
Extramaterie erweitern, sollten wir, so méchte es scheinen, zu einer Theorie der 
achtzehn Freiheitsgrade kommen. Tatsichlich trifft dies nicht Zu, in der erst- 
genannten Theorie hatten wir ja die Versetzungsdichte kiinstlich als 4uBere Ein- 
wirkung und damit als gegeben betrachtet. In Wirklichkeit ist es unzulassig, 
Extramaterie und Versetzungsdichte unabhangig voneinander vorzugeben. 
Unsere Konzeption in der allgemeinen Theorie wird es vielmehr sein, den Materie- 
tensor B‘’ (6), die Versetzungsdichte (6) und die Massenkrafte (3) unabhangig 
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voneinander vorzugeben. Dabei haben wir der Versetzungsdichte nur sechs 
Freiheitsgrade zugeschrieben, da Diva ja mit B"’! aquivalent ist. Wir kommen 
so wieder zu der richtigen Zahl von fiinfzehn Freiheitsgraden. 

Zunachst werden wir uns sogar noch weiter einschranken, indem wir B“‘J=0 
annehmen. Dies entspricht dem derzeitigen Bediirfnis: Die Drehmaterie wird 
erst in einer Theorie interessant werden, die auch die Momentenspannungen voll 
berticksichtigt. 

Die im nachsten Paragraphen zu gebende mathematische Fassung der allge- 
meinen Theorie soll an die folgenden Vorstellungen gekniipft werden: Ausgangs- 
punkt sei der Idealkristall (f). Diesen bringen wir wie frither durch eine plastische 
Distorsion Af in den Zwischenzustand (x), den man sich als Konglomerat iso- 
herter Massenelemente oder als nicht-Euklidischen Zustand vorstellen mag. In die 
Massenelemente bringen wir nun Extramaterie ein, womit das ideale Kristallgitter 
von auBen her verandert wird. Der neue Zwischenzustand heiBe (x’), die Form- 
anderungen der Massenelemente beim Ubergang (x) >(x’) nennen wir A%. Vom 
Zustand (x’) gelangen wir wie friiher durch eine elastische Distorsion A®, in den 
Endzustand. 


§ 8. Die mathematische Fassung der allgemeinen Theorte 


Zu Beginn einige Bezeichnungen. Wir nennen die Metriktensoren der vier 
Zustande (f), (x), (x’), (R) resp. bi, C,a, 847, 4, oder z.B., indem wir die zwei 
Punkte, deren Abstand gemessen werden soll, durch ihre gegenseitige Lage im 
Endzustand (dx*) kennzeichnen, },,, Cy), &g1, @1- Die auf den Endzustand be- 
zogenen Tensoren der Gesamtdeformation (fk), der resultierenden Gitter- 
deformation (x—>k), der elastischen (x’—>k), der plastischen (fx), und der 
quasiplastischen (x—>x’) Deformation sind dann** 


G R 
E41 = (Gi — Oy1)[2, Fer = (Agr — Cp i)[2, Eg = (Au — Bp) /2 


P Q 
E_i = (Cyr — Oy )[2, End = (Kar — Cp) /2- 


(64) 


Fiir die Dreiindizessymbole mégen die Definitionen vom Typ (19) gelten. Jede 
der Deformationen (64) ist Bestandteil einer Distorsion, fiir die wir wie friiher 
den Kernbuchstaben A und die betr. Indizes verwenden, welche den gemeinten 
Ubergang angeben. 

Unser erstes Ziel sei nun die Beschreibung des Kristallgztteys im deformierten 
Zustand. Da der Ubergang (f) +(x) die Kristallstruktur nicht andert (vgl. § 4), 
haben wir von (x) auszugehen. B”%(1) und b%(2) seien etwa zwei primitive 
Gittervektoren in zwei benachbarten Massenelementen, ihr Abstand sei dx", sie 
seien Euklidisch parallel und gleichlang, so daB d B*=0, wenn (x) ein kartesisches 
Koordinatensystem ist. Durch die Distorsion A% wird nun (x) nach (x’) gebracht, 
und durch A® (x’) nach (k). Bei beiden Operationen handelt es sich um eine 
Distorsion des Kristallgitters, im ersten Fall um eine spannungsfreie (quasi- 
plastische), im zweiten Fall um eine elastische Distorsion. Infolgedessen ist die 


23 Auf Grund der Additivitat der Deformationen kann man leicht z.B. eine Meb- 


vorschrift fiir yy angeben: Es ist die Deformation, welche das herausgeschnittene 
Massenelement des Endzustands erleidet, wenn ihm unter Konstanthaltung der 
Schnittkrafte plétzlich die Extramaterie entzogen wird. 
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gesamte Distorsion des regularen Gitters gleich 
Ak — A*¥ Ab. (65) 


Berechnen wir den Unterschied der obigen Gittervektoren, fiir die db“=0 galt, 
im Endzustand, so erhalten wir unter Beriicksichtigung von B¥= A*B!. Bh=\AB? 


ad B* = BY dAk = A* B'(d,, Ak) dx”, (66) 

dB’ —— A," Bid x", (67) 

Am! =Al 0, Aj. (68) 

Ayn1, ist die Konnexion, welche die resultierende Distorsion des Gitters beschreibt. 


Sie hat die Form, die zu einem verschwindenden Riemann-Tensor fiihrt, was 
nach §6 bedeutet, daB die Kristallorientierung an jedem Punkt des Korpers 
auch im deformierten Zustand eindeutig bestimmt ist. 

Die Gitterstruktur im deformierten Zustand und damit die Konnexion 4,,;; 
kann im Prinzip z.B. réntgenographisch ausgemessen werden. Mit einer solchen 
Ausmessung ist jedoch der Zustand des Kérpers noch nicht bestimmt, da sich 
nicht ergibt, wie groB die quasiplastischen und die elastischen Anteile an der 
Distorsion des Gitters sind. Daher kénnen auch die Eigenspannungen bei An- 
wesenheit von Extramaterie réntgenographisch nicht gemessen werden. Experi- 
mentell kénnte man nachtraglich im Zerschneideversuch die elastischen Defor- 
mationen bestimmen und so den Zustand vollends festlegen (wir sehen von den 
im letzten Paragraphen besprochenen Drehmaterie einstweilen ab). 

Die Gitterkonnexion A,,,, 1aBt sich in derselben Weise wie in § 4 oder 5 (vgl. 
z.B. Gl, (13) ff.), in die Form 

A mi = Conia + lente (69) 


bringen, womit sie in ihre Deformations- und Kriimmungsanteile zerlegt erscheint. 
Nun setzt sich gemaB (64) die resultierende Gitterdeformation additiv aus quasi- 
plastischer und elastischer Deformation zusammen, d.h. 
, , R / , Q / Q 
Cmth = 4mik — 2Emik = 4mik — 2Emiz — 2Emik = Smiz — 2Emix- (70) 


Damit kénnen wir die Beziehung (69) in die Form 


j Q 
Dini = Smint Mate = Amin + 2€miz= Buir (71) 


setzen. Hier reprasentiert g;,;, den elastischen Deformationsanteil, h,,,, den 
infolge der Versetzungswanderung entstandenen Cosserat-Nyeschen Kriimmungs- 
anteil des deformierten Zustands. Es kommt richtig heraus, daB das Einfiillen 
von Extramaterie zu keinen spannungsfreien Strukturkriimmungen fiihrt. Bildet 


man namlich den antisymmetrischen Teil von Gl. (71), so fallt &, 1p heraus. Die 
ubrig bleibende Gleichung 


[mt] b = min = Anx(Om AY — 0, A%)/2, (72) 


welche in der beschrankten Theorie Ausdruck des geometrischen Grundgesetzes 
war, vermag hier den Zusammenhang des Kérpers nur soweit zu garantieren, 
als die Versetzungen betroffen sind. Die Sicherung des Zusammenhanges bei 
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Anwesenheit von Versetzungen wnd Extramaterie wird durch die vollstandige 
Gl. (71) gegeben, die daher als der Ausdruck des geometrischen Grundgesetzes 
in der allgemeinen Theorie anzusehen ist 24. 


Die Terme g;,,;, und h,,), erscheinen in Gl. (71) genau wie in der beschrankten 
Theorie (vgl. Gl. (33)). Jedoch besteht ein wesentlicher Unterschied: Der Rie- 


: ‘ ; : Q 
mann-Tensor der Konnexion J}, ,, verschwindet nicht, da zu A,,,, das Glied 2€/,), 
hinzugetreten ist, die Konnexion also nicht mehr die zu einem verschwindenden 
Riemann-Tensor gehérige beschrankte Form hat. 


Wir k6nnen jetzt im wesentlichen auf zwei Wegen fortschreiten. 
(a) Wir schreiben Gl. (71) in der Form 


, Q 
A win = mtr nin 2 Sark (73) 


und bilden von beiden Seiten den Riemann-Tensor. Die linke Seite liefert 


ANE = 210, An Te CATA bath of =0, (74) 
somit wird 
[Chin 28,15) i aL), § ad 2&4 44) iy oes siete 0; (75) 
wobei c?? c,,=6?. Setzen wir 
ri ca hance Late (76) 


so kénnen wir Gl. (75) leicht in die zu Gl. (27) entsprechende Form bringen. 
Es wird 


Ber e711, ZEmlk tlh) ch Zeger linia) (—2 €mipt+Hnis) |} i=0- (77) 


Die im AnschluB an Gl. (27) besprochene Methode der Eigenspannungsbestim- 
mung kann daher praktisch unverandert auch hier angewendet werden, mit den 
Eigenspannungen sind aber auch die elastischen Deformationen, damit die g;,;, 
und nach Gl. (71) die Gitterkriimmungen und die Konnexion 4,,;, bekannt, so 


daB der Zustand des Kérpers aus der Versetzungsdichte und der durch é,  be- 
schriebenen Extramaterie vollstandig bestimmt ist. 


(b) Der zweite Weg steht den Uberlegungen von Konpo naher. Wir bilden 
direkt von Gl. (71) den Riemann-Tensor. Die linke Seite lautet 


Pp 210, nip ee! Laem (78) 


Man beachte den wesentlichen Unterschied zwischen A,,,,,;, und Jj,,,;,: Er besteht 
in dem Auftreten von g?! anstelle von c?? und besagt, daB J},,,,, zur Metrik des 
Zwischenzustands (x’) gehért, wahrend fiir 4,,,,,;, die Metrik des Zwischenzu- 
stands (x) zustandig ist. Bilden wir also jetzt den Riemann-Tensor der rechten 
Seite von (71), so liefert auch A,,;, einen nicht-verschwindenden Anteil. Es wird 


Bite = 2\Cy Brae Baie Paipliom (79) 


Q 
24 Sie enthalt die iiber (72) hinausgehende Beziehung A,,, Aj = a,;—2&;— 2&1, 
welche eine Bedingung fiir ¢,, darstellt, die fiir die Wahrung des Zusammenhangs erfillt 
sein muB. Vgl. FuBnote 13. 
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und nach einer kurzen Zwischenrechnung 


Q Q Q 
Bamik= (Ze are as Al (eet == pF a) A ante — (6, AmiptAnkg Emip) \tnm)> (80) 
Q Q Q Q 
(28), uk — 212085 ok Ag? és, , Erp ltwml (81) 


Multiplizieren wir (78) und (80) mit ¢”” ¢'*/4, so erhalten wir die Einsteinschen 
Gleichungen der Kontinuumsmechanik 


Leeae, (82) 


die, symmetrisiert, mit den Gl. (77) gleichwertig sind und daher auch als Grund- 
gleichungen fiir die Eigenspannungsbestimmung bei gegebener Versetzungsdichte 
und Extramaterie angesehen werden kénnen. Wir werden die Gln. (82) im 
nachsten Paragraphen noch explizit anschreiben. 

DaB8 in B'? die zunachst unbekannten GréBen A,,,, vorkommen, st6rt relativ 
wenig, wenn man z.B. ein Iterationsverfahren zur Loésung der Einsteinschen 
Gleichungen verwendet, wie es fiir die Lésung der Gln. (27) vorgeschlagen wurde 


[19]. Da die A,,,, von derselben Ordnung klein sind wie die Ex, kann man die 


linearen Glieder berechnen, indem man re OT ee setzt. Die lineare 
Rechnung liefert u.a. A),),, die erste Naherung von A,,,,. Bei dem zweiten 
Schritt berechnet man zunichst B},,,, mit Hilfe von A®,, usw. Wir kénnen 
hier auf eine detaillierte Darstellung der Loésung der Grundgleichungen fiir die 
Eigenspannungsbestimmung verzichten, da eine solche bei KRONER und SEEGER 
gegeben worden ist [19], s. auch § 10. 


§ 9. Diskussion 


Wir haben bisher nicht von Massenkraften gesprochen, deren Beriicksichti- 
gung im Vergleich zu den hier zur Diskussion stehenden Problemen trivial ist. 
Man kann die Aufgabe schrittweise zundchst fiir den Fall verschwindender 
Massenkrafte lésen und dann anschlieBend durch eine rein elastische Zusatz- 
rechnung die Massenkrafte berticksichtigen. Denken wir diese Méglichkeit in 
der Darstellung von § 8 implizit enthalten, so ist die Theorie des § 8 die Theorie 
der zwolf Freiheitsgrade. Man kénnte diese Theorie vollends zu der Theorie der 
fiinfzehn Freiheitsgrade machen, wenn man zu B,,,, in Gl. (741) noch einen 


Q 
Anteil h,,;, addierte, der die in § 7 angedeutete Drehmaterie beschreibt. Formal 
erhalt man dann asymmetrische Einsteinsche Gleichungen. 


Man tiberzeugt sich leicht, daB die Gleichungen der beschrankten Theorie 


aus denen der allgemeinen Theorie hervorgehen, wenn man dort ene 0 setzt 
(woraus c?’= g?! folgt), d.h. bei Abwesenheit von Extramaterie. Zundchst wird 
By mip=9, die Konnexion J;,,, also integrabel, in Ubereinstimmung mit Gl. (71). 
Gl. (82) wird mit Gl. (77) und (27) identisch. 

Bitsy und SMITH [24] hatten in Hinblick auf Gl. (60) das Verschwinden des 
Riemann-Tensors A,,,,;, als ein physikalisches Erfordernis bezeichnet, das erfiillt 


sein muB, wenn an jedem Punkt des Kristalls ein Gitter eindeutig definiert 
sein soll. 
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Dieses Postulat bleibt auch in der allgemeinen Theorie giiltig. Es gilt fiir 
die Gitterkonnexion A,,,,, aber nicht fiir die allgemeinere Konnexion J,,,,, fiir 
welche vielleicht der Name Zustandskonnexion passend ware, da sie im Gegensatz 
zu A,,,, den Zustand eindeutig bestimmt. Diese Zustandskonnexion ist es, die 
Konno beniitzt. Falls man diese beiden Konnexionen nicht verwechselt, besteht 
keinerlei1 Widerspruch zwischen den Theorien von Konpo sowie von BILBY, 
BULLOUGH und SmitH. Insbesondere existiert auch in der allgemeineren Theorie 
die Gitterkonnexion, welche die Distorsion des Gitters mit Hilfe des zugehdérigen 
Parallelverschiebungsgesetzes in anschaulicher Weise charakterisiert. Leider 
besteht diese Anschaulichkeit bei der Zustandskonnexion nur noch beschrankt, 
da es sich hier nicht mehr um eine Parallelverschiebung von Gitteyvektoren 
handelt. Doch ist diese Konnexion in ihrer additiven Zusammensetzung aus dem 
elastischen Deformationsanteil und dem Strukturkriimmungsanteil auch sehr 
niitzlich, da man dieser Additivitat letzten Endes die Méglichkeit der Abtrennung 
der elastischen Deformation von den iibrigen Effekten verdankt, wodurch die 
Eigenspannungsbestimmung erst realisierbar wird. 


Die zu dem Glied (2 Lae hinzutretenden Summanden in dem Ausdruck (80) 
des Riemann-Tensors B,,,,;, bzw. die entsprechenden Glieder in dem Einstein- 
Tensor B'? mégen zunachst als ein Schénheitsfehler erscheinen, da sie von den 
Gitterdistorsionen A® abhangen. Denselben ,,Mangel‘‘ hatten wir friiher bei der 
Definition (10) der lokalen Versetzungsdichte. Voraussichtlich verschwindet diese 
Abhangigkeit, wenn man die Einsteinschen Gleichungen in den Koordinaten des 
Anfangszustandes (f) formuliert, doch ist dies mit einigen Schwierigkeiten ver- 
bunden und bisher noch nicht verifiziert worden. 

Der Begriff der quasiplastischen Deformation bzw. Distorsion war bereits in 
der linearen Theorie beniitzt worden (vgl. RIEDER [45] und KRG6NER [46]). Die 
beschrankte Theorie wurde hier durch die Gleichung 


VxB=—Vxp*=a (83) 


beherrscht. Die Versetzungsdichte war als MaB der durch die plastische Ver- 
formung bewirkten Zusammenhangsstérung definiert worden. Bei der Spannungs- 
bestimmung kann es keine Rolle spielen, ob die spannungsfreien Distorsionen B” 
durch Versetzungswanderung oder durch andere Einfliisse, also Einfiillen von 
Materie, Temperaturschwankungen, Elektro- und Magnetostriktion usw. zustande 
kommen. Man kann also anstelle einer Versetzungstheorie auch eine Theorie 
solcher Quasidistorsionen machen und eine Quasiversetzungsdichte*® 


a=—Vxp° (84) 


definieren. Hat man gleichzeitig Versetzungen und Quasiversetzungen (= all- 
gemeine Theorie), so bekommt man die Gleichung 


Beat a. (85) 


Hier hat man i. allg. «, a aus den physikalischen Gegebenheiten des Problems zu 
berechnen. Bildet man von rechts die Rotation und nimmt dann den symmetri- 


25 Diese Definition der Quasiversetzungsdichte verzichtet allerdings auf die drei 
mit Diva verbundenen Freiheitsgrade. ae 
Arch. Rational Mech. Anal., Vol. 4 20 
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schen Teil (Symbol S), so bleibt 
Q Q 
VxexV=nty, n=(exV)S, n=(axD)°. (86) 


Man verifiziert leicht, daB diese erweiterten Kompatibilitatsgleichungen mit den 
symmetrisierten Einsteinschen Gln. (82) identisch werden, falls man diese lineari- 
siert. Wir schreiben die Gln. (82) zum Vergleich explizit an: 


a {einmel*T7,( ZEmtk Amin) gP a 2ippga ara) (—2 €mipt+lmip) uy=B" (87) 


Linearisiert man diese Gleichungen, so erhalt man (vgl. (80, 81)) 
te : ‘ Q 
sg FO, (— 2&mi~ t+ Amin — 2Emik) }ij) = O- (88) 


Offenbar entspricht der erste Summand dem Term V xe XV in (86), der zweite 
Summand entspricht y und der dritte 1. 
Indem wir in Gl. (76) zu der die Versetzungen beschreibenden GroBe h,,, 


die die Extramaterie kennzeichnende GréBe — 2&,,) , addiert und so getan haben, 
als hatten wir eine resultierende Versetzungsdichte, haben wir effektiv auch in 
der nicht-linearen Theorie die Vorstellung der Quasiversetzungen beniitzt. In 
der nicht-linearen Theorie treten iiblicherweise Kopplungsglieder zwischen GréBen 


verschiedener Bedeutung, z.B. Produkte von h,,;, mit én iz usw., auf. Sieht 
man von diesen typisch nicht-linearen Erscheinungen ab, so ist der physikalische 
Inhalt der nicht-linearen Gleichungen derselbe wie derjenige der linearen Glei- 
chungen, und man kann sich die meisten grundsatzlichen Fragen an den linearen 
Gleichungen klarmachen. Es ist eines der Ziele dieser Arbeit, darauf hinzuweisen, 
daB das Verstandnis der linearen Theorie bereits zu einem erheblichen Mae das 
Verstandnis der grundsatzlichen Konzeptionen nicht nur der beschrankten, son- 
dern auch der allgemeinen nicht-linearen Kontinuumstheorie der Versetzungen 
und Eigenspannungen einbegreift. 


Wir beschlieBen diese Diskussion mit einer Bemerkung zu der auch in der 
allgemeinen Theorie geiibten Beschrankung auf metrische Kérper. Wir hatten 
den deformierten Zustand durch die Konnexion /},,, beschrieben und fiir diese 
die Form 


I Bey ne Sl k ai Nnik (89) 


gefunden. Hierin enthalt g;,,, die (i. allg. inkompatiblen) elastischen Deforma- 
tionen und h,,;, die (i. allg. inkompatiblen) Cosserat-Nyeschen Strukturkriim- 
mungen mit zusammen fiinfzehn Freiheitsgraden. Aus der Differentialgeometrie 
ist bekannt, dafs die allgemeinste metrische Konnexion gerade die Form (89) hat. 
Das allgemeinste metrische Kontinuum ist also das in Bezug auf Deformationen 
und Kriimmungen inkompatible Cosserat-Kontinuum. 


Metrisch heiBt: Der Abstand zwischen zwei beliebigen Punkten des K6rpers 
ist definiert. Diese Forderung erfiillt z.B. ein K6rper, der aus lauter Fasern 
besteht, oder ein kontinuierlich von Rissen durchzogener Kérper, wie man ihn 
etwa beim Walzen eines Metallstiickes erhalt, wenn man die Stiche zu groB 
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wahlt, nicht. Ein solcher Kérper ist kein Kontinuum im iiblichen Sinn mehr. 
Diese Feststellung war es, die uns zu der (provisorischen) Bezeichnung ,, Allgemeine 
Theorie“ veranlaBt hat. 


III. Die Integration der Grundgleichungen 


In diesem Kapitel handelt es sich um die Integration der Einsteinschen 
Gleichungen. Das wichtigste Hilfsmittel hierzu ist der Spannungsfunktions- 
tensor x. Auf die prinzipielle Bedeutung des Tensorfeldes der Spannungsfunk- 
tionen in der Kontinuumstheorie der Versetzungen und Eigenspannungen ist 
bereits frither mehrfach hingewiesen worden [8, 19]. Von SCHAEFER [47] stammt 
eine physikalische Deutung der Spannungsfunktionen, die dem differential- 
geometrischen Standpunkt der Theorie besonders angepaBt erscheint: Die Span- 
nungsfunktionen stellen die Reaktionen (im Sinne von LAGRANGE) auf die Zwangs- 
bedingung dar, daB der Korper im Euklidischen Raum bleiben muB. 

In [19] wurde gezeigt, wie das nicht-lineare Summationsproblem der Eigen- 
spannungen auf eine Reihe iterativ zu behandelnder linearer Summationsauf- 
gaben zuriickgefiithrt werden kann. Es ist klar, da8 man in dhnlicher Weise 
auch das zweite Randwertproblem*® bzw. das kombinierte Problem (Eigenspan- 
nungsquellen und Randkrafte gegeben) iterativ linear behandeln kann. Man lost 
dazu zuerst die Aufgabe linear, das so erhaltene Tensorfeld der Spannungsfunk- 
tionen x° befriedigt die Randbedingungen, aber nicht die nicht-linearen Diffe- 
rentialgleichungen (das sind die Einsteinschen Gleichungen, in denen die elasti- 
schen Deformationen mit Hilfe des Materialgesetzes durch die Spannungsfunk- 
tionen ersetzt sind). Man hat also zu x° ein zweites Tensorfeld zu addieren, welches 
die Bedingungen eines freien Randes erfiillt und fiir die Befriedigung der Differen- 
tialgleichungen sorgt. Wir werden dies w. u. etwas mehr im Detail ausfiihren. 

Nun ist bereits das lineare dreidimensionale Randwertproblem sehr schwierig, 
so daB man zunachst von der Loésung mehrerer solcher Probleme, wie sie bei 
der Iteration ben6dtigt werden, zuriickschrecken k6nnte. Indessen sind die zu 
losenden Teilaufgaben alle vom gleichen Typ, sie betreffen immer den gleichen 
Rand, so daB die Zwischenergebnisse der ersten Rechnung weitgehend bei der 
Lésung der folgenden Aufgaben verwendet werden kénnen. Will man also etwa 
die Rechnung mit Hilfe der Greenschen Funktion durchfiihren, so kommt man 
fiir samtliche Iterationsschritte mit der gleichen Funktion aus. Benititzt man die 
praktisch wichtigere Methode der Reihenentwicklung, so ist die Hauptarbeit die 
Berechnung der Matrixelemente, diese kann man dann aber wiederum fiir alle 
Iterationen verwenden. SchlieBlich sind die modernen Rechenanlagen gerade fiir 
die Durchfiihrung von Iterationsprozessen besonders geeignet. Die zur Program- 
mierung bendotigte Zeit hangt von der Anzahl der Schritte nicht ab, die Rechenzeit 
der Maschine selbst geht linear mit dieser Zahl. Von diesem Standpunkt erscheint 
daher die Durchrechnung des nicht-linearen Problems kaum noch komplizierter 
als diejenige des linearen Problems. 

Wir bringén im folgenden Parapraphen Allgemeines tiber den Spannungs- 
funktionsansatz und eine kurze Darstellung des Iterationsprozesses. In § 11 wird 
das zweite Randwertproblem der linearen Theorie behandelt. 


26 Wir beschranken uns durchgehend auf das besonders wichtige zweite Randwert- 
problem (Randkrafte gegeben), welches auch den Fall des freien Randes einschlieBt. 


20* 


308 EKKEHART KRONER: 


§ 10. Der Spannungsfunktionsansatz 


Die Gleichgewichtsbedingungen fiir die Spannungen schreiben sich in den 
Koordinaten des deformierten Zustands 


Viotte=Oy (1) 
Sie werden durch den Ansatz 
ote Se iG, gy a re (2) 
oder auch S . | 
gif a = itm ilk ViVi (3) 


identisch befriedigt, wie zuerst BELTRAMI [48] gezeigt hat. Fiir den Spannungs- 
funktionstensor 1. Ordnung q,! gelten offenbar die Gleichungen 

Vign7=0, 97 =0. (4) 
Da wegen der Bedingung (1) der symmetrische Tensor o'! drei funktionale Frei- 
heitsgrade hat, kann man dem symmetrischen Spannungsfunktionstensor 2. Ord- 
nung y;; drei Bedingungen auferlegen, ohne die Mannigfaltigkeit der aus ¥;; 
abzuleitenden Spannungszustande einzuschranken. Diese Bedingungen sind aller- 
dings nicht beliebig. Uns interessieren nur ,,zulassige“’ Bedingungen, das sind 
solche, welche keine Einschrankung fiir die Spannungen bedeuten. Zuldssig sind 
z.B. die Bedingungen 4,1 = yy =%22= 0 (MoreERA [49]), Yry=Xy2= ex = 0 
(MAXWELL [50)), Ligeahye a hee O, Xuxv = Xoy = Xe 0, Miya ie eae 0 
(Biocu [5/]). Andere zulassige Kombinationen mit drei verschwindenden kartesi- 
schen Komponenten von 7,;; gibt es nicht [57]. Rechnet man mit nicht-kartesi- 
schen Komponenten des Spannungsfunktionstensors, so kann die Frage nach der 
Zulassigkeit sehr schwierig werden. Wir kommen hierauf noch zuriick. 

Die Spannungsfunktionen geniigen gewissen Differentialgleichungen, die man 
erhalt, wenn man sie mit Hilfe des Materialgesetzes in die (erweiterten) Kompa- 
tibilitatsgleichungen _ ginm Sh 7 gpl (5) 
einfiihrt. (Diese Gleichungen sind ja nach §8 die linearisierten Einsteinschen 
Gleichungen.) Anstelle der Gln. (5) beniitzt man vorteilhaft die (erweiterte) 
Beltramische Form ([8], S. 55)?” 


Al off 4. an (WAVE = a A) oh 2G", A'=V'V,, (6) 


Diese Gleichungen gelten nur bei Giiltigkeit von (1). 


Es ist nun vor wenigen Jahren gelungen, die oben genannten Nebenbedin- 
gungen fiir die Spannungsfunktionen so festzusetzen, daB man auf Probleme der 
Bipotentialtheorie oder der Potentialtheorie gefithrt wird. Dabei gibt es zwei 
wesentlich verschiedene Méglichkeiten, von denen die eine zur Loésung des Sum- 
mationsproblems fithrt, wahrend die andere bei der Behandlung des Randwert- 
problems gewisse Vorteile zu bieten scheint. Beide Ansatze sind im Gegensatz 
za den oben genannten kovariant, womit sich ihre Erfolge erkliren. 


* Beachte: Nur fiir kartesische Koordinatensysteme ist V/V, = 6/0,, und nur bei 


der Anwendung auf skalare GréBen ist A’ gleich dem iiblicherweise mit A bezeichneten 
Laplaceschen Operator. 
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a) Um den Ansatz von KRONER-MARGUERRE [36, 52] zu beschreiben, fiihren 
wir die Abkiirzungen 


pay v es ay ij 
i= (tis — Fea th a;,) /26, 1] ‘= 2G (1 + <2 nha) (7) 
mit den Umkehrungen 
=r y v y ie iia i 
ti =26 (Wi +oo x baj,), n i=(n re Err 1k @ ))/2G (8) 


ein. Setzen wir als Nebenbedingung (in Analogie zu der bekannten Lorentz- 
Konvention der Elektrodynamik) 


Pespiea.05 (9) 


(woraus auch V,g'’=0 folgt), so gehen die Beltramischen Gleichungen bei Ein- 
setzen von (3) in 
Mt Ay (10) 
bzw., gleichwertig, in 
A A yi=n" (11) 


iiber. Im unendlichen Medium ist 


ease ff fae 


die allgemeine Lésung von (10) und (9), also zugleich die Losung des Summations- 
problems der Eigenspannungen bei gegebener Quelldichte 7’. Im endlich aus- 
gedehnten Medium ist die Nebenbedingung (9) nicht automatisch erfiillt, doch 
]aBt sie sich einfach beriicksichtigen [8]. 


(12) 


b) Der Ansatz von SCHAEFER eignet sich zur Behandlung von Randwert- 
problemen, d.h. zur Lésung der zu (6) gehérigen homogenen Gleichung, das ist 
die iibliche Form der Beltramischen sia 


A’ of + Vi Vick=0 (13) 


Man zerlegt den ictae ih st 7’ in einen Kugeltensor (Q+ 4/3) a’ 
und einen harmonischen Deviator 0"! — O§ a‘’/3, also 


yi =O 424"), (14) 
Fiihrt man dies unter Beniitzung von (3) in (13) ein, so ergibt sich 
A'Gi=0, AQ=— (15) 
woraus 
AAD=0 (16) 


folgt. Da 2 nur zu dem antisymmetrischen Teil von gy’! beitragt, ist auch 
A’ op) =0. (17) 
Die rechte Gl. (15) laBt sich elementar integrieren, eine mégliche Form der 


allgemeinen Losung ist z. B. 


Qe 


2 x,V,O"% +0, (18) 
anv. 
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so daB Q durch die G‘/ und eine weitere harmonische Funktion v ausgedriickt 
werden kann. Da das dreidimensionale Randwertproblem dreifach harmonisch 
ist, die O'’ aber sechs harmonische Funktionen darstellen, kann noch iiber vier 
harmonische Funktionen weitgehend verfiigt werden. Zum Beispiel ist es zulassig, 
O,,=9,,=O,,=v=0 m setzen, man behalt dann drei harmonische Funktionen 
iibrig, der Ansatz bekommt die Maxwellsche Form [36]. Die in der Uberzahl 
an harmonischen Funktionen begriindete Freiheit kann dazu beniitzt werden, 
sich einem vorliegenden Problem so gut wie méglich anzupassen. Sie erscheint 
als ein gewisser Vorzug gegentiber der Methode von PAPKovITCH-NEUBER [37, 38], 
der nur eine iiberzahlige harmonische Funktion enthalt. Wie SCHAEFER gezeigt 
hat [47], stehen seine Spannungsfunktionen in enger Beziehung zu denjenigen 
von PAPKOVITCH-NEUBER, diese Autoren beniitzen die Funktionen Q, V,0". 
Die letztgenannten sind keine Spannungsfunktionen — im Gegensatz zu den 
Q'' —, da mit ihrer Hilfe die Gleichgewichtsbedingungen nicht zdentisch erfiillt 
werden kénnen. 

Nach der i. allg. sehr einfachen Integration der rechten Gl. (15) braucht 
man auf keine Nebenbedingungen mehr zu achten. Dies ist vielleicht ein gewisser 
Vorzug des Schaeferschen Ansatzes gegeniiber demjenigen von KRONER und 
MARGUEREE bei der Behandlung des Randwertproblems, zu dem wir im folgenden 
Paragraphen tibergehen. 

Hier soll noch kurz das Iterationsverfahren fiir den Fall eines K6rpers erlautert 
werden, der von Randkraften beansprucht wird und gleichzeitig Eigenspannungen 
enthalt, als deren gegebene Quellen wir die Versetzungen «*’ und die Extra- 
materie B’’ ansehen. Das Elastizitatsgesetz denken wir in der Form 


= ij ij gh 
Opn SejEtO +t Sgn egni GOs ate (18a) 
vorliegen, jedoch spezialisieren wir uns auf isotrope Medien. 


Fihren wir mit Hilfe des Gesetzes (18a) die Spannungsfunktionen in die 
Einsteinschen Gleichungen (II, 87) ein, so erhalten wir wie in [19] 
A' A yi =n +P +O" (18b) 
Hier sollen die gestrichenen GroBen auf der rechten Seite mit den entsprechenden 
ungestrichenen GréBen in derselben Weise zusammenhingen, wie 7/'7 mit 7'’ 
gemaB Gl. (7). Die i und Q" seien definiert wie in [19] (sie enthalten die y‘’, 
die Q*’, auBerdem die «in nicht-linearer Form). In no! haben wir jetzt den Materie- 
tensor B’? mit hineingenommen, der in [19] nicht berticksichtigt worden war. 
Die Gl. (18b) bekommt damit exakt die gleiche Form wie Gl. (44) in [19], die 
hieran anschlieBende Methode der Spannungsbestimmung kann weitgehend iiber- 
nommen werden. Wir setzen also fiir den ersten Naherungsschritt P’*/= Oe 
und bestimmen die lineare Naherung des Spannungsfunktionstensors i’, indem 
wir das partikulare Integral der Gleichung 


FAA |e wii = git (18¢) 
aufsuchen und zu diesem eine solche ie der homogenen Gleichung 
‘Ar Rij j 
A'A’y (18d) 


addieren, daB tte he! die Seca befriedigt. Die Methode der 
Bestimmung von xii folgt im nachsten Paragraphen. 
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Hiernach kénnen wir Py’? und Q5"’ aus ii berechnen [19], und wir haben 
als nachsten Naherungsschritt das partikulare Integral der Gleichung 


aI SB iG hii 

ZL AMG Ga age Oe (18e) 
aufzusuchen und durch ria zu einer die Randbedingungen befriedigenden Funk- 
tion y;’ zu ergénzen. yo/+ 71’ ist die quadratische Naherung des Spannungs- 
funktionstensors. Der nachste Schritt verlangt 

A’ A! xii = Phi + Qi (181) 
usw. Da heute die fiir den dritten und die weiteren Schritte bendtigten elastischen 
Konstanten hdherer Ordnung noch nicht experimentell bestimmt sind, hat man 
sich einstweilen mit der quadratischen Naherung zu begniigen. Falls anstelle 
von B* etwa om gegeben ist, ergeben sich geringfiigige Komplikationen, die 
durch die Bemerkungen am SchluB von § 8 als erledigt gelten kénnen*. 


§ 11. Die Behandlung des dreidimensionalen zweiten Randwertproblems 
mit Hilfe von Spannungsfunktionen 


Der Erfolg bei der Behandlung des dreidimensionalen Randwertproblems mit 
Hilfe des Schaeferschen Spannungsfunktionsansatzes hangt weitgehend von einer 
geschickten Ausniitzung der durch die Uberzahl der harmonischen Funktionen 0 
gegebenen Freiheit ab. Wir wollen auf das damit verbundene Zulassigkeitsproblem, 
das vor allem bei der Beniitzung krummliniger Komponenten von 0" recht 
schwierig werden kann, hier nicht eingehen, Anhaltspunkte findet man etwa in 
[51] oder [36]. 

Wir schreiben die Randbedingungen 


n-o=—n- (Vx) =— (nxXV)-p=(uxV)-[nx(nx@)|=A, (49) 


wobei Y% die Flachendichte der Randkrafte, nm der dauBere Normaleneinheits- 
vektor sein soll. Diese Bedingungen sind erfillt, wenn man 


nx(nxp)=nxVH+nx(nxV)a (20) 
setzt, falls nur (nV) -(nxV) § =A (21) 


gilt. Die Lésung dieser Gleichungen kann man nach SCHAEFER [33] als Lésung 
eines Gleichgewichtsproblems in der Randschicht (,,Krustenschale“) auffassen. 
Der hierzu erforderliche Arbeitsaufwand ist im Vergleich zu der Gesamtrechnung 
geringfiigig. Wir nehmen daher § als gegeben an. 

Wie man sieht, fallt a beim Einsetzen von (20) in (19) heraus, es kann also 
vollig beliebig gewahlt werden. Das Auftreten von a wird verstandlich, wenn 
man bedenkt, daB man zu @ ein beliebiges Feld der Form Va addieren kann, 
ohne die Spannungen zu andern. Hieraus ist zu schlieBen, daB die Freiheit in 
der Wahl von a eng mit der erwahnten Freiheit beziiglich der O°’ gekoppelt ist, 
durch bestimmte Festsetzungen iiber die 0*’ wird a weitgehend festgelegt und 
umgekehrt. 


* Zusatz bei der Korvektur. Es hat sich inzwischen ergeben, daB es geniigt, die 
Randbedingungen nur einmal, namlich beim letzten Naherungsschritt, zu beriick- 
sichtigen. 
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Wir werden uns im folgenden auf Kérper beschranken, deren Rand ausschlieB- 
lich aus (beliebig vielen) Stiicken kartesischer Koordinatenflachen ~, y, z=const. 
besteht. Dies ist keine wirkliche Einschrankung, da man jeden Korper auf diese 
Weise beliebig gut annahern kann. Machen wir die zulassige Festsetzung 
0,,=9,,=9,,=0, d.h. rechnen wir mit Maxwell-Funktionen, so lassen sich die 
Randbedingungen in der folgenden Weise schreiben, die leicht zu verifizieren ist, 
indem man (20) explizit anschreibt. Es gilt auf den Flachen 


es ICONS. « D Vig ey ee (a) 
Ox tyy = 9,H, + Oy J dz(AH,) — (b) (22') 
Oy Xax = OH, + 0, f dy(8,H,y) — (c) 

y = const. : Qn Nagel Can tena oe (a) 
dy Kea 0, A, ae 0, f dx (0, H,) (b) (22) 
Oy Nex = 0,H, + 0, f dz(0,H,) (c) 

2 = CONSE. : Oey yee Cp ype Ay (a) 
O:Xre= 0H, + 8, f dy(8,H,) — (b) (22) 


2, yy =o, HH, + 0, f dx(,H,) (0). 


(Die Integrale geben den Beitrag von a an.) Dabei folgen die H; (=x, y, 2) 
eindeutig aus den Gleichungen vom Typ 


(O,4+¢%,,)H;=A,; fir %=const. (23) 


usw. Es ist bisher nicht gelungen, von hieraus allgemein auf Standardprobleme 
der Potential- oder Bipotentialtheorie zu kommen, d.h. die Randbedingungen 
zu entkoppeln (die Differentialgleichungen fiir die kartesischen O"’ sind ja ent- 
koppelt). In dem speziellen Fall des von zwei unendlich ausgedehnten parallelen 
Ebenen z=const. begrenzten Kérpers gelingt eine solche Entkopplung, wie jetzt 
gezeigt werden soll, da hier die Randbedingungen fiir x=const. und y=const. 
entfallen. 

Zunachst berechnet man die harmonische Funktion 7, , — y,, aus ihren Normal- 
ableitungen auf dem Rand 


ONG e al Ho) ca Ont oe Ons ar 0, J dy (0, H,) = 0, f dx (a, H,). (24) 


Man kann diese Aufgabe nach Belieben als erstes oder zweites Randwertproblem 
der Potentialtheorie gestalten. Wahlt man das erstere, so berechnet man 0 AN gem 
im Volumen und hat damit auch 


— tyy=J42[ 0, (Xex— Xyy) | +4(%, 9), (25) 
wo /(x, y)=0 zu setzen ist, wenn die Spannungen im Unendlichen verschwinden 
sollen. 


Mit der Kenntnis von y,,—y,, sind wir in der Lage, durch Integration der 
Randbedingung (a) 


(Ceci Oy y) Xan =A aie EN Go) (26) 
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die Funktion y,, auf dem Rand auszurechnen. Da auch die Normalableitung 
von ¥,, auf dem Rand gegeben ist (b), folgt y,, im ganzen Volumen durch Lésung 
eines Standardproblems der Bipotentialtheorie. Damit ist aber auch y,, bekannt. 

Die Spannungsfunktion y,, schlieBlich bekommt man in elementarer Weise 
aus der zweiten Bedingung (15), die man wegen A4Q=Ay,, in die Form 


A tes =~ ep har — Avy) ot Cn Wit iV gs) | (27) 


=P 
setzen kann. Hieraus folgt 


Nes = Han + S42 f dz [yy (ex — Hy) + (1-2) Ape] £28(%, ¥) h(x, y). (28) 


Da aus dem gleichen Grunde wie oben /(x, y) jetzt g(x, y) und h(x, y) Null zu 
setzen ist, haben wir auch y,, ermittelt. Es sind samtliche Differentialgleichungen 
und Randbedingungen befriedigt. 

Eine Spezialisierung des hier behandelten K6rpers ist der elastische Halbraum 
z<0. Setzt man y,,=zu-+v mit 4u=Av=0, so hat man anstelle des Bipoten- 
tialproblems zwei Standardaufgaben der Potentialtheorie zu lésen. Die Méglich- 
keit, das Problem des elastischen Halbraums auf drei Standardprobleme der 
Potentialtheorie zuriickzufiihren, ist seit langem bekannt [53]. Durch ausschlieB- 
liche Verwendung von Spannungsfunktionen ist sie dagegen erst kiirzlich von 
SCHAEFER realisiert worden [35], der im Gegensatz zu uns y,,, ¥,, und ¥, ,—Ayy 
gleich Null setzte. 

Die Riickfiihrung des dreidimensionalen Randwertproblems fiir beliebigen 
Rand auf Standardaufgaben der Potential- oder Bipotentialtheorie (oder auch 
vielleicht einer ,,Tripotentialtheorie“) ware vor allem vom Standpunkt der 
modernen Rechenmaschinen sehr vorteilhaft, da sich diese Standardaufgaben 
natiirlich viel besser programmieren lassen, als Aufgaben mit gekoppelten Rand- 
bedingungen. Zwar ist es sehr fraglich, ob eine solche Riickftithrung auf Standard- 
probleme iiberhaupt allgemein méglich ist, doch ware es bereits ein groBer Erfolg, 
wenn man diese Vereinfachung wenigstens fiir einige wichtige K6rperformen 
realisieren kénnte. Entsprechende Untersuchungen waren auch fiir speziellere 
Krafteverteilungen niitzlich, z.B. vereinfachen sich die Randbedingungen (22), 
wenn man 0;A,;—0;A;=0 setzt, wesentlich. 

In den Fallen, in denen die Riickfithrung auf Standardprobleme nicht gelingt, 
wird man meist zur Methode der Reihenentwicklung der 9"! nach harmonischen 
Funktionen greifen. Dann ersetzt man zweckmaBig die y;; in den Randbedin- 
gungen (22) durch die 0*’, wobei vielleicht die Lésung (18) fiir 2 passend ist. 
Bei krummem Rand wird man sich den gegebenen Bedingungen so gut wie 
mdéglich anpassen. 

Es soll nun auf einen Vorteil hingewiesen werden, den die Spannungsfunktions- 
methode speziell bei der Berechnung der Eigenspannungen eines endlichen 
K6érpers mit freiem Rand bietet. Wie in § 10 bemerkt, erhalt man durch Lésung 


des Summationsproblems zunachst die Spannungsfunktionen Li , Zz. B. als Maxwell- 
Funktionen [8]. Diese befriedigen die Randbedingungen noch nicht. Es seien 


nun ij die durch Lésung des Randwertproblems zu ermittelnden Spannungs- 


funktionen, die man zu den 4: , zu addieren hat, um die resultierenden Spannungs- 
funktionen y,;; zu erhalten, welche die Bedingungen des freien Randes erfiillen. 
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Indem inan 4;;= ee Yi in diese Bedingungen eae bekommt man fast 


unmittelbar die Randbedingungen zur Bestimmung der dle Man kann also das 
Randwertproblem direkt an das Summationsproblem anschlieBen, ohne erst die 
zu den ts gehérigen Spannungen zu ermitteln, die ja gar nicht interessieren. 
Dadurch spart man viel elementare Rechenarbeit, auch die Integrationen (23) 
entfallen. Es ware offensichtlich sehr unpraktisch, nach der Lésung der Sum- 
mationsaufgabe zum Zwecke der Behandlung des Randwertproblems zu den 
Verschiebungen tiberzugehen. 

SchlieBlich sei noch besonders hervorgehoben, daB der Spannungsfunktions- 
ansatz im Gegensatz zu der Methode des Verschiebungsfeldes seine einfachste 
Formulierung in den Koordinaten des Endzustands hat. Dies ist zweifellos fiir 
viele nicht-lineare Probleme ein groBer Vorzug, z.B. immer dann, wenn die 
auBeren Einwirkungen als Funktionen des Endkoordinaten gegeben sind. Natiir- 
lich kommen andererseits Probleme vor, bei denen eine Behandlung in den Anfangs- 
koordinaten natiirlicher erscheint. Diese Art von Aufgaben scheint indessen in 
der Minderzahl zu sein. 


IV. Par- und Dielastizitat 8 


Die Erscheinung der Par- und Dielastizitat ist sehr eng mit der im zweiten 
Kapitel behandelten Extramaterie verkniipft. Wir hatten in § 7 bemerkt, daB 
sich die eingeschobene Extramaterie als eine elastische Dipoldichte beschreiben 
14Bt. Der permanente oder induzierte elastische Dipol (= Doppelkrafttensor) ist 
aber der zentrale Begriff in der Theorie der Par- und Dielastizitat (§ 12). 

Streng genommen ist in der allgemeinen Theorie bereits alles enthalten. Wenn 
wir jetzt gesondert von einer Theorie der Par- und Dielastizitat sprechen, so 
deshalb, weil wir hier spezielle Anwendungen im Auge haben, die bereits durch 
die Namensgebung weitgehend umrissen sind: Wir sehen das parelastische bzw. 
dielastische Kontinuum als das Analogon zu dem paramagnetischen bzw. dia- 
magnetischen Koérper an. Es liegt auf der Hand, da8 in einer solchen Theorie 
im Gegensatz zu der Theorie des II. Kap. vor allem auch Probleme mit singularen 
Eigenspannungsquellen interessieren. Durch die besondere Aufmerksamkeit 
gegentiber solchen Problemen bekommt die Theorie der Par- und Dielastizitat 
ihr von der allgemeinen Kontinuumstheorie stark abweichendes Geprage. Leider 
miissen wir uns in diesem Kapitel ganz auf die lineare Naherung beschranken. 


§ 12. Der elastische Dipol ®® 


Der wichtigste Begriff in der Theorie der Di- und Parelastizitat ist der elasti- 
sche Dipol. Er wurde von BoussINEsg in anderem Zusammenhang eingefiihrt 
und wird heute meist als Doppelkraft bezeichnet. Fiir unsere Zwecke empfiehlt 
sich mehr der oben genannte Name. Er laBt die Analogie zu den elektro-magneti- 
schen Verhdltnissen besser hervortreten, auch spielen in den beabsichtigten An- 
wendungen die Kraftwirkungen auf elastische Singularitaiten eine groBe Rolle; 


8 Herrn Dr. J. D. EsHrtpy, von dem die Theorie der Par- und Dielastizitat viele 
Anregungen erhalten hat, méchte ich fiir Korrespondenz zu diesem Thema herzlich 
danken. 


*® Vgl. zu diesem Paragraphen die Darstellung in Lovre’s Mathematical Theory of 
Elasticity [54]. 
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es ist sehr bequem und vertraut, von Kraften zu sprechen, die auf einen Dipol 
ausgetibt werden. 

Wir geben jetzt die mikroskopische Definition des (einachsigen) Dipols in 
einem elastischen Kontinuum. In diesem mégen an zwei verschiedenen Punkten, 
deren gegenseitige Lage durch den Vektor [ beschrieben wird, 
zwei Einzelkrafte + ‘8 gleichen Betrags in entgegengesetzter P 
Richtung angreifen (Abb. 3). Diese Krafte sollen nun langs 
ihrer Verbindungslinie zusammenriicken und ihr Betrag sich 
so vergroBern, daB das dyadische Produkt | 8 endlich bleibt. 

Man definiert dann als elastischen Dipol den Grenzwert Zi 


P=lim!. (1) a 


Im Gegensatz zum elektrischen und magnetischen Dipol 
ist der elastische Dipol ein Tensor zweiter Stufe, entsprechend 
der Tatsache, daB auch die elastischen Felder (Spannung 
und Deformation) Tensorcharakter haben. (Wir werden sehen, ye: 
daB im elastischen Fall eine Dipoldichte ein Spannungsfeld 32 jigescinen cnece 
darstellt, so wie etwa eine magnetische Dipoldichte ein _ sigen elastischen Dipols 
Magnetfeld). Der Dipol in (1) ist als einfaches dyadisches 
Produkt ein Spezialfall des allgemeinen (dreiachsigen) Dipoltensors. Diesen hatte 
man etwa als Summe tiber drei dyadische Produkte zu schreiben, also 


P — lim ({’ 3’ 1” ee” see (2) 


Hierin kennzeichnet z.B. P., zwei in der x-Richtung um, sagen wir, dx aus- 
einander liegende, in + und — x-Richtung weisende Krafte entsprechend einer 


pantonise cit ar to 


Abb. 4au. b. Der einachsige elastische Dipol ohne (a) und mit (b) Drehmoment 


Doppelkraft ohne Moment (Abb. 4a), wahrend P,, zwei in der x-Richtung um 
dx auseinander liegende, in + und — y-Richtung weisende Krafte entsprechend 
einer Doppelkraft mit Moment um die z— Richtung reprdsentiert. Hat man einen 
Dipol mit P,,=P,,, so heben sich die beiderseitigen Momente gerade auf, der 
symmetrische Doppelkrafttensor ist also momentenfrei. Er kann auf Haupt- 
achsen transformiert werden und hat dann die Form wie in Abb. 5. 

Begniigt man sich mit makroskopischer Beobachtung, so ist bei hinreichend 


kleinem { der Grenziibergang in (2) nicht mehr wesentlich. Man kann dann z.B. 


316 EKKEHART KRONER: 


in Abb. 5 alle sechs Krafte der Reihe nach durchnumerieren und erhalt, wenn 
man die Ortsvektoren ihrer Angriffspunkte mit r" bezeichnet, 


6 
P= bie zy) Daw (3) 
i=1 


als makroskopisch beobachtbaren Dipol. 


Wichtig wird nun die folgende Verallgemeinerung: Innerhalb des Kontinuums 
sei eine kleine geschlossene Flache f abgegrenzt. Auf dieser werde eine flachen- 
be hafte Kraftdichte (x) mit oh du=0 
| angebracht. Diese wirkt auf groBe Ent- 

| fernungen wie ein Gesamtdipol 
Pi —f[xdA'. (4) 

f 
Es muB hier betont werden, daB die 
soe Definition (4) des Dipols P nur in einem 
ig Kontinuum gelten soll, das in der nahe- 
| gz ren Umgebung des Dipols elastisch 
yorat homogen ist. Insbesondere sollen die 
wr elastischen Konstanten innerhalb von / 
AG die gleichen wie auBerhalb sein. Denn 
andert man etwa bei angelegten Kraf- 
Abb. 5. Der dreiachsige symmetrische elastische Dipol in ten U die elastischen Konstanten inner- 
Hauptachsendarstellung halb von f ab, so andert sich gleich- 
zeitig das Verschiebungsfeld auBerhalb 
von f auch bei noch so kleinem Volumen des durch / abgegrenzten Bereichs. 
Von einer sinnvollen Definition mu8 man aber verlangen, da8 das nach auBen 
abklingende Feld des Dipols durch die Angabe von P" und die elastischen 
Konstanten auBerhalb von f eindeutig bestimmt ist*?. 

Bei den beabsichtigten Anwendungen sind die Verhaltnisse in der Umgebung 
des Dipols meist sehr uniibersichtlich. Man kann dann trotzdem zuverlassige 
Aussagen iiber den Dipol machen, wenn man etwa das von ihm in gréBerer Ent- 
fernung hervorgerufene elastische Verschiebungsfeld beobachtet. 

Bekanntlich erzeugt eine Einzelkraft P’ im Ursprung eines unendlich ausge- 
dehnten homogenen elastischen Mediums ein Verschiebungsfeld 


S;(¢) = S;;(z) ie, (5) 
Sij(t) =F; (9, yp) Ir. (6) 


(7, 8, p seien Kugelkoordinaten.) F,;(9, p) ist wie S;; ein Tensor zweiter Stufe. 
S;; hat im isotropen Medium die Form (A, «= Lamésche Konstante) 


1 Atu 
Sy= ae aah U,V, 4 a,;A)r. (7) 

*° Auf nahe Entfernungen kann das zu % gehdrige elastische Feld auch Quadrupol-, 
Oktupolanteile usw. enthalten. Ein elastischer Quadrupol ware analog zu (1) durch 
lim{P zu definieren. Die Verallgemeinerung der Theorie auf solche Multipole bietet 
keine besonderen Schwierigkeiten. Wir werden hier darauf verzichten, da sich bisher 
keine Anwendungen fiir Multipole gefunden haben. 


mit 
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Das Verschiebungsfeld eines elastischen Dipols ist dann 


es fallt im Unendlichen wie 1/7? ab. Gl. (8) zeigt die Méglichkeit, einen elastischen 
Dipol durch das Verschiebungsfeld zu definieren, das er in groBer Entfernung 
von seinem Standpunkt hervorruft. Wir nennen die Definition des Dipols durch 
Gl. (8) die makroskopische Definition. Sie ist auch meBtechnisch von Bedeutung, 
da man bei den Anwendungen die in der Definition (2) oder (4) vorkommenden 
Krafte i. allg. nicht kennt, wahrend das Verschiebungsfeld (8) einer Messung 
zuganglich ist (genauer: das zu der Verschiebung (8) gehérige Deformationsfeld). 

Es sollen jetzt kurz die wichtigsten Formeln fiir die Wechselwirkung des 
Dipols mit einem elastischen Deformationsfeld ¢,,, das von anderen Quellen 
herrtihrt, abgeleitet werden. 

Ein homogenes, nicht notwendig isotropes Kontinuum K sei derart von Rand- 
kraften beansprucht, daB es eine homogene Deformation erfahrt. An beliebiger 
Stelle werde nun ein Dipol der Art (4) angebracht, der fiir sich allein das Span- 
nungsfeld o’'? erzeugen wiirde. Die Wechselwirkungsenergie mit dem Feld ist 
ae fol e,aV =6,,fo'aV. (9) 

K K 
Anwendung des GauBschen Satzes fiir die Bereiche innerhalb und auBerhalb / 
ergibt 
ar Mav = foto shay, = xo appaayl x oP dk, (10) 
K f f F 


weil keine Massenkrafte wirken (V;o''7=0). Mit (2) und (a) sei angedeutet, daB 
die Werte unmittelbar innerhalb bzw. auBerhalb f zu nehmen sind. Das dritte 
Integral tiber den Rand F des Kérpers verschwindet, da zu o’*! allein die Bedin- 
gungen des freien Randes gehéren. Die beiden anderen Integrale ergeben — [xd A’, 
denn (o;,* —o(4)")df, = —d A’ sind ja gerade die Bedingungen fiir die Spannungen 
in der Grenzflache /. Somit ergibt sich die Wechselwirkungsenergie zwischen 
Dipol und Deformationsfeld, das ist die potentielle Energie des Dipols im De- 
formationsfeld ¢;; zu i Die (14) 


Diese Formel gilt auch bei variablem Deformationsfeld, da es bei der Anbringung 
des Dipols in einem bereits vorhandenen Feld nur auf die Deformationen am 
Ort des Dipols ankommen kann. 

Bei der hier erstmalig gegebenen elementaren Ableitung der Formel (11) hatten 
wir die Krafte & als 4uBere Krafte angenommen. Wir werden im folgenden Para- 
graphen begriinden, daB die Gl. (11) auch gilt, wenn die A’ innere KrAfte sind, 
es sich also sozusagen um einen Eigenspannungsdipol handelt. 

Anschaulich gesprochen ist E auch die Energie, die man gewinnt, wenn man 
den Dipol von einer Stelle mit der Deformation Null nach einer Stelle mit der 
Deformation e;; bringt. Hat man ein inhomogenes Feld ¢;;, so gewinnt man 
laut Gl. (11) die Energie dE=P''de;;, wenn man den Dipol um 4x’ verriickt, 
und die Deformation sich in beiden Lagen um de;,; unterscheidet. Somit wirkt 
in einem inhomogenen Deformationsfeld auf einen elastischen Dipol die Kraft 


Ke= PPV, e,;. (12) 
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Aus Gl. (11) folgt ferner leicht die Formel fiir das in einem homogenen Defor- 
mationsfeld auf einen Dipol ausgeiibte Drehmoment zu 


P28" Bp, (13) 


Bei unserer Behandlung des Problems ist die Kraftwirkung, die der Dipol 

iiber die Oberflache auf sich selbst ausiibt, nicht zur Sprache gekommen. Diese 

Kraftwirkung kommt dadurch zustande, daB die Eigenenergie des Dipols, also 

der Ausdruck } fo’’’ ¢;;dV bei fester Dipolstarke vom Ort des Dipols im Korper 
K 


abhangt. Man kann diese Kraft nach EsHELBy [55] auch als Wirkung von 
gedachten ,,Bildkraften‘‘ verstehen, welchen man die Erfiillung der durch den 
Ausdruck (8) fiir das Verschiebungsfeld des Dipols noch nicht befriedigten Rand- 
bedingungen zuschreibt. Die variable Eigenenergie des Dipols hat mit der in 
Gl. (11) gemeinten Energie natiirlich nichts zu tun. In der Formel (12) hat 
man dagegen zu ¢,, das ,,Bildfeld“ zu addieren, wenn man die ,,Kraft des Dipols 
auf sich selbst“ berticksichtigen will. 

Zum Giiltigkeitsbereich der Gln. (11) bis (13) bemerken wir noch: Da das 
Elastizitatsgesetz in der Ableitung dieser Formeln nicht vorkam, gelten sie auch 
bei beliebiger Anisotropie der elastischen Konstanten. Es erscheint dartiber 
hinaus méglich, daB sie auch im Bereich der nicht-linearen Theorie gelten, doch 
ist dies bisher nicht verifiziert worden. 

Die Gln. (11) bis (143) beziehen sich alle auf symmetrische Dipole. Uber das 
Auftreten antisymmetrischer Dipole kann zur Zeit nicht viel gesagt werden, es 
sei dieserhalb auf [46] verwiesen. 


§ 13. Das parelastische Kontinuum 
Ein elastisches Kontinuum wird als parelastisch bezeichnet, wenn es (mikro- 
skopisch) regelmaBig oder regellos angeordnete permanente elastische Dipole 
enthalt, die drehbar sind, d.h. sich in eine (elastische) Feldrichtung eindrehen 
k6onnen. 


Fiir das Weitere nehmen wir an, daB die einzelnen Dipole so dicht beisammen 
liegen, daB man sie makroskopisch nicht unterscheiden kann, sie also durch eine 
Dipoldichte zu beschreiben hat, welche auBerdem ortsunabhangig sein mége, 
solange der Kérper makroskopisch nicht beansprucht wird. Diese Festsetzungen 
vereinfachen die weiteren Untersuchungen, ohne deren Allgemeinheit einzu- 
schranken. 


Die Beweglichkeit der Dipole soll zunachst noch nicht betrachtet werden. 
Einen einzelnen permanenten Dipol kénnen wir in einem Kontinuum etwa durch 
die folgenden Operationen erzeugen: 


Man schneide einen kleinen Bereich B vom Volumen V aus und verforme 
diesen homogen und spannungsfrei (etwa plastisch, mit oder ohne Volumen- 


anderung) um éy ;. Mit Hilfe von Oberflachenkraften — A’ mache man diese 


Deformation rein elastisch riickgangig (¢,;= — zy so daB die Gesamtdeformation 
von B 


P 
Exit ER, =0 (14) 


Versetzungen und Eigenspannungen 319 


wird. Hiernach setze man B wieder in den Hohlraum ein und denke es mit seiner 
Umgebung verwachsen. Noch ist die Gesamtdeformation des ganzen Mediums 
Null. Dieses soll nun verformt werden, indem in der Trennfliche eine duBere 
flachenhafte Kraftdichte A’ angebracht wird. Da die elastischen Konstanten im 
ganzen Medium die gleichen sind, ist das zugehérige Verschiebungsfeld, wenigstens 
auf groBe Entfernungen, dasjenige des elastischen Dipols 


jE a (15) 
f 


Der K6rper liegt jetzt in einem reinen Eigenspannungszustand vor, da die 4uBeren 
Krafte, welche zunachst die elastischen Deformationen des inneren Bereichs 


(€,,;= — éx)) aufrechterhielten, nun durch die Krafte A? kompensiert sind. 


Der permanente Dipol driickt sich sehr einfach durch die ,,eingepragte“ 
ar : : 
Deformation €,; aus, wie man erkennt, wenn man noch einmal zum Zustand 
der Gl. (14) zuriickgeht. Es ist dann zunachst mit Hilfe des GauBschen Satzes 
(ect ==0, Vex = 07) 


wid Ai = —f x‘oi* df, =—f ofdV =foiiav, 16 
k 
f f B B 
also 
oie oi dV, (17) 
wenn 
oii clikl Gti a itt 2 (18) 


ist. Gl. (17) zeigt, daB man den Dipol P” auch als den Gesamtdipol auffassen 


kann, der einer Dipoldichte 
P 


ot =a Pav (19) 
im Volumen V entspricht. Wegen der Beziehung zwischen 6, ; und é;, liegt es 
nahe, G;; als ,,eingepragte Spannung“ zu bezeichnen, vgl. auch RIEDER [48]. 
Durch Einsetzen von (18) in (17) erhalt man das wichtige Ergebnis: 
Zwangt man in einen beliebig geformten Hohlraum (Volumen JV) eines elasti- 
schen Kontinuums (Elastizitatsmoduln c’’*’) ein Stiick gleichartiger Materie ein, 


. Vine 
dessen Form sich von der des Hohlraums um eine homogene Deformation é;, 
unterscheidet, so erhalt man Eigenspannungen, die auf groBe Entfernungen die 
Spannungen des permanenten elastischen Dipols 


pita likley (20) 


sind. Unterscheiden sich Hohlraum und EinschluB um eine inhomogene Defor- 
mation ein so tritt anstelle von bn in Gl. (20) offenbar der Mittelwert [ ae aV|V 
von ae z 

Das parelastische Kontinuum kann man danach herstellen, indem man in 
einem homogenen spannungsfreien Kontinuum sehr viele kleine Hohlraume aus- 
schneidet und in diese Materie der gleichen Art einzwangt. 
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Wir wollen jetzt begriinden, daB die im letzten Paragraphen abgeleiteten Formeln 
(11) bis (13) auch fiir die in diesem Paragraphen besprochenen ,inneren™ Dipole (Eigen- 
spannungsdipole) gelten. Zunachst ist klar, da8 der Zustand des Kontinuums auBerhalb 
von fin beiden Fallen gleich ist, wenn man die Flachen /, die Krafte A’, das Feld e,; und 
den Ort x‘ der Dipole als gleich annimmt. Hieraus folgt, daB der Rand des von Rand- 
kraften beansprucht gedachten Kontinuums in beiden Fallen dieselbe Verschiebung er- 
fahrt, wenn man den Dipol von x nach #+dz‘ verriickt. Bei dieser Operation leisten 
die Randkrafte jeweils die gleiche Arbeit, welche gleich der Anderung des elastischen 
Energieinhalts des Kérpers ist; und zwar gilt diese Feststellung auch im Falle des 
,auBeren’’ Dipols, da dessen Bildungskrafte A? wegen fdA?’=0 insgesamt keine 


f 
Arbeit leisten. Somit folgt, daB die Dipole selbst durch die Randkrafte (Fernwirkung) 
bzw. durch das Deformationsfeld (Nahewirkung) die gleichen Krafte erfahren, d.h. 
die Gl. (12) gilt auch fiir den inneren Dipol. Von hieraus kommt man leicht zu Gl. (11), 
wenn man die Arbeit ausrechnet, welche von der Kraft AK, bei der Verschiebung von 
einem Punkt mit der Deformation Null nach einem Punkt mit der Deformation ¢;, 
geleistet wird. Man erhalt 
et; 

f Ky dk if Pu V;, jar = PAM V;, €,; xk = Pie; ;, (21) 

&j=0 
und das Ergebnis hangt vom Wege selbst nicht ab. Daher kann man die Gl. (11) als 
potentielle Energie des Dipols im Deformationsfeld auch im Falle des inneren Dipols 
deuten. 

Es seinun noch auf den Unterschied des Zustands im Falle des 4uBeren und inneren 
Dipols hingewiesen. Innerhalb von f hat man z. B. beim auBeren Dipol eine Dilatation, 
wenn die Richtung der A/ nach auGBen geht. Fiir den inneren Dipol gilt offenbar 
das Umgekehrte. So ist es zu erklaren, da8 das Integral (9) fiir den inneren Dipol 
Null ergibt, in Einklang mit dem bekannten Satz von CoLONNETTI [56], wonach die 
Wechselwirkungsenergie (definiert durch Gl. (9)) zwischen inneren und 4uBeren 
Spannungen verschwindet. Daher konnte die potentielle Energie des inneren Dipols 
nicht so wie in § 12 definiert werden, sondern wir hatten die Arbeit der auBeren 
Krafte zu betrachten (was auch im Falle des auBeren Dipols zum Ziel fiihrt). Man 
vergleiche zu diesen Problemen die sorgfaltigen Uberlegungen von EsHELBY ([595] 
und insb. [44], S. 95ff., auch [8], § 19). 

Die Methode von EsHEeLrspy zur Behandlung der auf elastische Singularitaten 
ausgetibten Krafte sowie der Wechselwirkungsenergien ist allgemeiner als die unsere, 
da nicht nur Dipole betrachtet werden. Dasselbe gilt fiir die Untersuchungen von 
RIEDER [57], die als Weiterfithrung der Eshelbyschen Arbeiten anzusehen sind. Dem- 
gegeniiber hat die in § 12 gebrachte Ableitung, wie wir glauben, den Vorzug besonderer 
Einfachheit. 

Es sei noch erwahnt, daB die Gln. (11, 12) zuerst auf einem dritten Weg gewonnen 
wurden [46]. Wegen der schon bemerkten Aquivalenz von elastischen Dipol und 
infinitesimaler Versetzungsschleife erhalt man z.B. (12) bequem aus der Peach- 
Koehlerschen Formel ({58], [8], S. 86) fiir die durch ein Spannungsfeld auf das 
Linienelement einer Versetzung ausgeiibte Kraft nach Integration langs der Schleife. 
Wir wollen die Peach-Koehlersche Formel; die das Analogon zur Formel fiir die 
Lorentzkraft in der Elektrodynamik darstellt und in der Versetzungstheorie funda- 
mental ist, wenigstens anschreiben: Im Spannungsfeld 6 erfahrt das Linienelement d& 
mit Burgersvektor 6 die Kraft 

dk=atx ob. (22) 


Wir kommen nun auf die Beweglichkeit der Dipole zu sprechen. Die Kérper I 
und II seien zwei stab{6rmige parelastische Kontinua mit je gleichvielen und 
gleichgroBen (etwa kugelférmigen) Einschliissen. In I seien alle Einschliisse 


P : : ey igs ty ; ’ P 
durch €,,=a>0 gekennzeichnet, im II seien je gleichviel Einschliisse ¢,,—a, 
Je 12 6 ; oC . : 
Eyy=4@, €,,=a vorhanden. Waren die beiden Kérper vor Einbringen der Ein- 
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schliisse gleich lang, so ist nachher der Kérper I langer als II. (Man denke die 
Herstellung der Parelastizitat etwa durch Einsetzen von auf Kugelform gestauch- 
ten Ellipsoiden in kugelf6rmige Hohlraume bewerkstelligt. Bei der teilweisen 
Entspannung nach dem Einsetzen verlangern sich die in z-Richtung gestauchten 
Ellipsoide in z-Richtung und nehmen dabei gewissermaBen die Umgebung mit. 
Entsprechendes gilt fiir die in x- und y-Richtung gestauchten Ellipsoide.) 

Legt man nun eine homogene duBere Spannung o’’ an die Proben, etwa einen 
homogenen Zug o,, in z-Richtung, so miBt man fiir beide dieselbe zusadtzliche 
Deformation, d.h. die gleichen Elastizitatsmoduln. Denn, wie bemerkt, gibt es 
im Bereich der linearen Elastizitatstheorie keine integrale Wechselwirkung 
zwischen inneren und auBeren Spannungen (Satz von COLONNETTI). 

Die Verhaltnisse andern sich jedoch, wenn man jetzt den Dipolen die Freiheit 
gibt, sich zu drehen. (Man denke etwa voriibergehend den Zusammenhang zwischen 
Dipol und Umgebung gelést und drehe den Dipol etwa um 90°.) Zum Beispiel 
kann man durch Eindrehen aller Se und é, ,-Dipole des Ko6rpers II in die z- 
Richtung erreichen, daB dieser mit dem KG6rper I gleich lang wird, er sich also 
plastisch (oder, wenn man will, quasiplastisch) verlangert. (Plastisch, weil dabei 
keine elastische Energie gespeichert wird.) Das Eindrehen der Dipole ist also 
nichts anderes als eine plastische Deformation. Erfolgt dieses Eindrehen bei 
angelegten duBeren Zugkraften, so kénnen diese Arbeit leisten, sie iiben also 
auf die Dipole einen Zwang zum Eindrehen in die Feldrichtung aus. 

In den meisten Anwendungen sind fiir die Dipole nur gewisse diskrete Orien- 
tierungen méglich, und hangt die Zahl der ,,umklappenden“ Dipole linear von 
der GroBe der angelegten Spannung ab. Fiir unser Beispiel kénnen wir also 
annehmen, da8 ein der 4uBeren Spannung proportionaler Bruchteil der Ein- 
schliisse Abs é, y beim Anlegen der Spannung o,, in den Zustand é., ubergeht. 
Der makroskopisch beobachtete Elastizitatsmodul zeigt sich somit erniedrigt, 
anstelle des gewohnlichen Hookeschen Gesetzes 


oC sg, (23) 
erhalt man das Gesetz Fy eas aces 
oti = (CL ATM) oy, (24) 


é,, ist die makroskopisch beobachtete Deformation, r'J*! die parelastische Sus- 


zeptibilitat der Probe. 

Die Bedeutung der Konzeption des parelastischen Kontinuums liegt darin, 
daB sich viele reale Kérper parelastisch benehmen. Wir werden in § 15 hierfiir 
Beispiele nennen. 

§ 14. Das dielastische Kontinuum 

Ein elastisches Kontinuum wird als dielastisch bezeichnet, wenn in ihm bei 
Anlegen eines elastischen Feldes in (mikroskopisch) regelmaBiger oder regelloser 
Verteilung elastische Dipole induziert werden. Man spricht auch von der elasti- 
schen Polarisation des Mediums. 

Uber die Anordnung der induzierten Dipole machen wir die gleichen verein- 
fachenden Annahmen wie im Falle der permanenten Dipole im parelastischen 
Kontinuum. Das Medium erscheint dann wieder makroskopisch homogen. 
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Ein einfaches Beispiel zeigt das Wesentliche. Beansprucht man ein Kontinuum 
mit einem kleinen kugelformigen Hohlraum auf hydrostatischen Druck, so zieht 
sich dieses Loch mehr zusammen, als aus der GréBe des Drucks durch Anwendung 
des Hookeschen Gesetzes folgt. Die in diesem Fall sehr einfache elastizitats- 
theoretische Rechnung zeigt, daB das elastische Feld des Mediums sich zusammen- 
setzt aus dem homogenen Feld, welches man bei Abwesenheit des Loches erhalten 
hatte, und dem Feld eines im Mittelpunkt des Loches gedachten elastischen 
Dipols, und zwar in diesem besonders symmetrischen Fall eines sog. Kompressions- 
zentrums (d.h. der Dipoltensor ist hier ein Kugeltensor, vgl. LovE (54]). Man sagt, 
durch Anlegen der Spannung wird in dem Loch ein elastischer Dipol induziert. 


Enthalt der Kérper kein Loch, sondern einen kleinen kugelférmigen Einschlu8 
mit abgednderten elastischen Konstanten (eine ,, Inhomogenitat‘‘), so gilt ebenfalls 
das eben Gesagte fiir den Restkérper. Die induzierte Dipolstarke ist dann aller- 
dings etwas anders, und zwar hat sie das gleiche Vorzeichen wie im Falle des 
Loches, wenn der Einschlu8 weicher, das entgegengesetzte, wenn er harter ist 
als der Rest. In dem EinschluB herrscht eine homogene Spannung. 


Ein sinngemaBes Ergebnis gilt, wenn man den Korper mit kugelférmiger 
Inhomogenitat nicht einem hydrostatischen Druck, sondern irgendwelchen 
auBeren Kraften unterwirft, die bei Abwesenheit der Inhomogenitat eine kon- 


stante Spannung ‘i hervorrufen wiirden (NiEsEL [59], EsuHerpy [60]). Auch 
dann wird das Spannungsfeld im EinschluB homogen (o*’) und im AuBenraum 


tiberlagert sich dem Spannungsfeld cii das Feld eines im Mittelpunkt der Kugel 


gedachten elastischen Dipols P'4. 


Um o'! und die Dipolstarken Pi, zu ermitteln, muB jetzt ein kompliziertes 
Randwertproblem gelést werden. Ist é‘i die eingepragte (spannungsfreie) Defor- 
mation (§13), die ein EinschluB der gleichen elastischen Konstanten wie die 
Matrix haben muB, um gerade als permanenter Dipol der gleichen Art und Starke 
wie Pi/; zu erscheinen (s. Gl. (20)), so erhalt man beispielsweise bei elastischer 
Isotropie von Einschlu8 und Restkérper (vgl. ESHELBY [60], S. 389—390) 


Spur (é') =A Spur (é%), Dev (é/) = B Dev (é*), (25) 
Spur (€’’) = (4 a+ 1) Spur (4) 5 DENY (e'") = (BB +1) Dev (47) (26) 
mit 
[KG IS G;—G 

Ae ae ih 
(RR omen e (Gane Z 
peas | coeeimnbe Wisin p=? ROG ee eae ea 

CL AE 3 1—v’ 


Bi Csi GSA Sen ua 


Dev steht fiir Deviator, K,,G, und K, G sind die Kompressions- und Schub- 
moduln in Einschlu8 und Matrix resp., » die Poissonzahl der Matrix. é'" schlieB- 
lich ist die elastische Deformation im EinschluB, also Giixciikl é, ;- Fir « und B 
gilt 3 S051, gp SP=75. 

Man iiberzeugt sich leicht, daB é ; und é,  dasselbe Vorzeichen haben, wahrend 
das Vorzeichen von é ; (also des induzierten Dipols) nur dann das gleiche ist, 


wenn der Einschlu8 weicher als der Restkérper ist. Ferner ist e, , groBer oder 
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kleiner als én 1, Je nachdem ob der Einschlu8 weicher oder hiarter ist. Fiir die 
zugehorigen Spannungen gilt das Umgekehrte. 


Alle diese Aussagen, insbesondere die der Homogenitat des Zustands im 
Einschlu8, gelten qualitativ auch fiir ellipsoidférmige Einschliisse, und auch bei 
Anisotropie der elastischen Konstanten in einem oder beiden der Teilkérper. 
Quantitativ treten dann wesentlich kompliziertere Formeln anstelle der Gln. (25) 
und (26). 

Das dielastische Kontinuum kann man nun herstellen, indem man in einem 
homogenen spannungsfreien Kontinuum sehr viele kleine Hohlraume ausschneidet 
und diese mit Materie von anderen elastischen Eigenschaften spannungsfrei 
ausfiillt oder sie auch leer laBt. Die Dielastizitat gibt AnlaB zu einer Erniedrigung 
der effektiven (oder makroskopischen) Moduln der Probe, falls die Einschliisse 
weicher sind als der Restk6érper, andernfalls erhalt man eine Modulerhéhung. Der 
Erniedrigungseffekt z.B. kommt wie folgt zustande: Wir setzen makroskopische 
homogene Spannungen o*’ in der Probe voraus. Dann ist o’’ unabhangig von den 
elastischen Eigenschaften der Probe allein durch die 4uBeren Krafte gegeben (beim 
Zugversuch in z-Richtung hat man z.B. o,,=const., alle anderen Spannungs- 
komponenten verschwinden). Wie schon oben festgestellt, ist die mittlere Deforma- 
tion der (weichen) Einschliisse gréBer als diejenige des Restkérpers, wahrend fiir 
die mittleren Spannungen das Umgekehrte gilt. Infolgedessen miissen die mittleren 
Spannungen des Restkérpers natiirlich auch groBer als die Spannungen o” sein. 
Der UberschuB sind gerade die Spannungen, die der Polarisation des Mediums 
entsprechen, die Spannungen of/;=c'?*! é, 1 (vgl. § 13, etwa Gl. (20)). Dank dieser 
induzierten Spannungen ist die mittlere Deformation des Restkérpers gréBer als 
die makroskopische Deformation des K6érpers ohne Einschliisse, und noch gréBer 
ist die mittlere Deformation der Einschliisse. Fiir die makroskopische Defor- 
mation ¢,, gilt also nicht mehr das Hookesche Gesetz 
if. pifkl 


o Ex (28) 


des Kontinuums ohne Einschliisse, sondern das Gesetz 


oti = (fiBE 4 yfPY) (29) 
mit 71/*? als dielastischer Suszeptibilitat. 


Im Falle der harteren Einschliisse wird offenbar 77j*! in Gl. (29) positiv. 


Die Bedeutung der Konzeption des dielastischen Kontinuums liegt wieder 
darin, daB sich viele reale K6rper dielastisch verhalten. 


Wir hatten in den bisherigen Gedankenexperimenten in gewisse Hohlraume 
spannungsfreier elastischer Kontinua entweder Materie mit gleachen elastischen 
Eigenschaften eingezwédngt oder Materie mit anderen elastischen Eigenschaften 
spannungsfrei eingefiillt. Die Kontinua sind dann rein parelastisch bzw. di- 
elastisch. Allgemeiner kénnte man in diese Hohlraume Materie mit anderen 
elastischen Eigenschaften einzwdngen. Dies gibt dann, wenn die Einschliisse 
beweglich sind, AnlaB zu einer parelastischen Modulerniedrigung, doch auch 
gleichzeitig zu einer dielastischen Modulerniedrigung bzw. -erhohung, je nachdem, 
ob die Einschliisse weicher oder harter als der Restk6rper sind. 


ie 
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§ 15. Die physikalische Realitét der Par- und Dielastizitat 

Es sollen nun Beispiele fiir das Vorkommen von Par- und Dielastizitat be- 
sprochen werden. Die in der Natur vorhandenen festen Stoffe sindi. allg. kristallin 
autgebaut. Ein idealer Kristall zeigt weder Par- noch Dielastizitat. Bringt man 
jedoch in einen Idealkristall etwa Zwischengitteratome, so wird das Krafte- 
verhaltnis zwischen den angrenzenden Atomen verandert, diese werden i. allg. 
etwas auseinander gedriickt. Es kommt so zu einer elastischen Deformation in 
der Umgebung des Zwischengitteratoms, die in gréBerer Entfernung wie 4/r° 
abfallt. Man kann also das Zwischengitteratom makroskopisch als einen elasti- 
schen Dipol ansehen. 

Im allgemeinen driickt das Zwischengitteratom nicht nach allen Seiten gleich 
stark. Zum Beispiel stellt das Kohlenstoffatom in Eisen einen elastischen Dipol 
mit tetragonaler Symmetrie dar. Die Komponenten dieses Dipols lassen sich 
experimentell bestimmen, man erhalt ([8], S. 153) 


tee eh GUY: eva, P,, = P,,=4,6[ev], Py=P,,=F,,=0, (30) 


wenn man die kubischen Achsen des Eiseneinkristalls mit x, y, z bezeichnet. 
Wahrend ein kugelsymmetrischer Dipol nach Gl. (12) nur durch den hydro- 
statischen Anteil der Deformation eine Kraft erfahrt, reagiert der tetragonale 
Dipol (30) z.B. auch auf die reine Schubdeformation ¢,,—¢,,. Beispielsweise ist 
das Deformationsfeld einer Schraubenversetzung reiner Schub. Die in friiheren 
Naherungen versuchte Beschreibung des Kohlenstoffatoms im Eisen als (kugel- 
symmetrisches) Kompressionszentrum fiihrte daher zu keiner Wechselwirkung 
zwischen Schraubenversetzung und Kohlenstoffatom im Eisen. Dies wurde von 
CocHARDT, SCHOCK und WIEDERSICH [6] quantitativ durch die Beriicksichtigung 
der Tetragonalitat der von dem Kohlenstoffatom hervorgerufenen Verzerrungen 
berichtigt. Dabei stellte sich heraus, daB die genannte Wechselwirkung von der- 
selben GrodBenordnung wie diejenige eines Kohlenstoffatoms mit einer Stufenver- 
setzung ist, die ja ein Deformationsfeld mit starker hydrostatischer Komponente 
erzeugt. Dies als Beispiel fiir einen Typ von Aufgaben, die immer wieder auftreten. 

Die Rolle des Kohlenstoffatoms ist fiir viele Materialeigenschaften des Ge- 
brauchseisens geradezu entscheidend. Das durch die Gln. (11) bis (13) weitgehend 
beschriebene elastische Verhalten hilft bei der Erklarung vieler makroskopisch 
beobachteter Eigenschaften des Eisens. GroBen Erfolg hatte man bisher z.B. 
bei der Deutung des bekannten Streckgrenzeneffekts CoTTRELt [12], ScHdcK 
und SEEGER [62], und des Snoek-Effekts [63], [64], s. auch [8], § 31. Fir den 
ersteren ist die Bewegung des Kohlenstoffatoms im Deformationsfeld der Ver- 
setzung des Eisens maBgebend, die zu einer Blockade der fiir das FlieBen des 
K6rpers verantwortlichen Versetzungen fiihren kann, fiir den letzteren das Um- 
klappen der Dipole in Feldrichtung bei Anlegen einer Zugspannung, das u. a. 
AnlaB zu einer starken mechanischen Dampfung des Kérpers geben kann. Der 
Snoek-Effekt ist genau die Verifikation des im § 13 beschriebenen parelastischen 
Umklappvorgangs. 

Wir wollen uns mit diesen Beispielen der Auswirkungen von Zwischengitter- 
atomen begniigen. Das Kohlenstoffatom im Eisen ist ein typisches Beispiel fiir 
die zahlreichen anderen méglichen Kombinationen, deren mechanisches Verhalten 
ebenfalls weitgehend durch die Gln. (11) bis (13) beherrscht wird. 
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Weitere wichtige punktférmige Gitterfehler sind Substitutions-Fremdatome 
und Leerstellen. Diese sitzen auf den reguléren Gitterplatzen und verdndern 
ebenfalls das Krafteverhaltnis in ihrer Umgebung. Im einfachen kubischen Gitter 
haben sie kubische Symmetrie und kénnen daher als Kugeldipole beschrieben 
werden. Ein Kugeldipol erfahrt aber als nach Gl. (13) kein Drehmoment, so daB 
diese Gitterfehler keinen AnlaB zur Parelastizitat geben. Dies kann sich in 
weniger symmetrischen Gittern und vor allem auch dann dndern, wenn etwa 
zwei solcher Fremdatome oder Leerstellen zu Paaren zusammentreten. Solche 
Paare haben — auch im kubischen Gitter — héchstens tetragonale Symmetrie 
und kénnen daher zu ahnlichen Effekten fiihren, wie sie oben am Beispiel der 
Zwischengitteratome besprochen wurden (vgl. z.B. ZENER [64]). 


Alle bisher genannten Gitterfehler sind auch dielastisch, da sie einen Bereich 
mit abgeanderten elastischen Konstanten darstellen (eine ,, Inhomogenitat“). 
Diese Dielastizitat kann indessen i. allg. nur dann nachgewiesen werden, wenn 
nicht zugleich auch Parelastizitat besteht, da die permanenten Dipolmomente 
i. allg. weitaus starker sind, als die induzierten. Beispielsweise tiben zwei Kugel- 
dipole im isotropen Medium keine Krafte aufeinander aus, weil das Deformations- 
feld eines Kompressionszentrums nach Gl. (8) keinen hydrostatischen Anteil hat. 
In diesem Fall geht die Wechselwirkung zwischen zwei solchen Fehlstellen iiber 
die gegenseitige elastische Polarisation der Gitterfehler (CRUssaRD [65], TELTOW 
[66], EsHEerpy [67]). Der dielastische Effekt ist also bei Substitutions-Fremd- 
atomen und Leerstellen etwa im kubisch flachenzentrierten Gitter wichtig. 

Es gibt zahlreiche weitere makroskopisch punktférmige Gitterfehler, die ahn- 
liches elastisches Verhalten wie die bisher beschriebenen erwarten lassen. Darunter 
sind so interessante Fehler wie die /-Zentren in den Alkalihalogeniden (Jacozs 
[68]). Auch der von Bass [69] erklarte Mechanismus der mechanischen Relaxa- 
tion im Eis beruht letzten Endes auf ahnlichen Effekten. Wir kénnen auf die 
Vielfalt der Erscheinungen hier nicht weiter eingehen, sondern verweisen auf den 
demnachst erscheinenden Ubersichtsartikel von EsHELBY [70]. 

Ein weiteres Anwendungsgebiet fiir die Theorie der Par- und Dielastizitat sind 
K6rper mit mikroskopisch gréBeren Einschliissen, die von der Grundmaterie 
abweichende Eigenschaften haben. Bei der Behandlung solcher Koérper haben 
sich die Ergebnisse von NIESEL [59] und insb. EsHELBy [60] fiir kugel- und 
ellipsoidférmige Einschliisse als besonders niitzlich gezeigt. Wir verweisen auch 
wegen dieser Anwendungen auf den Artikel von EsHELBy [70] und erwadhnen 
hier noch zwei eigene Ergebnisse. 

Die elastischen Konstanten des makroskopisch isotropen Vielkristalls lassen 
sich aus den Konstanten des Einkristalls exakt aus der Bedingung ausrechnen, 
daB die Polarisierbarkeit der den Vielkristall aufbauenden Kristallite im Mittel 
verschwindet [71]. 

b) Die gegenseitige Behinderung der Kristallite bei der plastischen Verformung 
des Vielkristalls, die dadurch zustande kommt, da8 giinstig orientierte Kristallite 
friiher zu flieBen anfangen, als die weniger giinstig orientierten, spielt nur bei 
Verformungen unter 1% eine wesentliche Rolle. Die Methode, nach der eine 
solche Rechnung anzulegen ist, folgt aus der Bemerkung, daB sich die zuerst 
flieBenden Kristallite zu elastischen Dipolen herausbilden, entsprechend ihrer 
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plastischen Verformung bn innerhalb einer sich nur elastisch verformenden 
Grundsubstanz (vgl. Gl. (20)). Die so entstehenden Eigenspannungen behindern 
die giinstig orientierten und férdern die ungiinstig orientierten Kristallite in solch 
starkem MaBe, daB nach weniger als 1% Deformation praktisch alle Kristallite 
gleichmaBig flieBen kénnen. Die von GREENOUGH [72] entwickelte, mehr quali- 
tative Theorie dieser Erscheinungen spielt also ihre Hauptrolle bei sehr kleinen 
Verformungen (KRONER und DEBATIN, unver6ffentlicht). 


Wir konnten hier nur einen kleinen Ausschnitt aus der Vielfalt der par- und 
dielastischen Erscheinungen geben, hoffen aber, daB diese kurze Darstellung 
geniigt, um einen Eindruck von dem Nutzen und den Anwendungsmoéglichkeiten 
der Theorie der Par- und Dielastizitat zu geben. 


V. Rtickblick und Ausblick 
§ 16. Die Versetzung als elementare E1genspannungsquelle 


In der linearen Behandlung der Kontinuumstheorie der Versetzungen und 
Eigenspannungen [8] nahm der Satz ,,Die Versetzung ist die elementare Eigen- 
spannungsquelle‘‘ eine zentrale Stellung ein. Diesem Satz lagen die folgenden 
Vorstellungen zugrunde: 


In einer linearen Theorie der Eigenspannungen geniigt das Tensorfeld der 
Spannungen der Divergenzbedingung 


Pio 0 (1) 


und das Materialgesetz hat die auch sonst in der linearen Elastizitatstheorie 
iibliche Form 

Ce ee (2) 
Den Bedingungen (1) geniigt jedes symmetrische Tensorfeld 6, das die Form 
Rot@ hat. Daher gibt es auch im unendlich ausgedehnten Medium Spannungen, 
ohne daB auBere Krafte wirken, eben die Eigenspannungen. Offensichtlich sind 
die Gln. (1) und (2) noch unvollstandig, um den Zustand des Mediums festzulegen ; 
es fehlt die Bedingung, da8 wir es mit einem Kontinuum zu tun haben, daB also 
der betrachtete Kérper zusammenhangend sein muB. Wir haben uns an dieser 
Stelle irgendeine Vorstellung tiber das Zustandekommen des Zustands mit Eigen- 
spannungen zu machen. Wir nehmen an, da8 der zunachst in einem idealen 
Zustand vorliegende Kérper irgendwelchen Operationen oder Vorgangen unter- 
worfen wird, an deren Ende er in einem veranderten Zustand, eben dem Eigen- 
spannungszustand zurtickbleibt. Welcher Art die genannten Operationen und 
Vorgange sind, ist zunachst nicht wichtig, die Méglichkeiten sind vielfaltig. Wir 
verlangen jedoch, da wir eine Kontinuumstheorie machen, 

a) daB der Kérper am Anfang und Ende als Kontinuum also zusammen- 
hangend vorliegt, 

b) da man den Kérper des Endzustands noch mit dem Kérper des Anfangs- 
zustands identifizieren kann. Diese Bedingung hatten wir bisher nicht gesondert 
hervorgehoben, da sie sich sozusagen von selbst versteht. Fiir den Augenblick 
ist es jedoch gut, hierauf etwas einzugehen. 
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Wir wollen die Bedingung b) wie folgt verstehen: Fassen wir ein beliebiges 
Massenelement des Kérpers im Anfangszustand ins Auge (farben wir es etwa ein), 
so soll sich dieses Element auch im Endzustand wieder finden, sei es auch noch 
so verandert. Wir schlieBen also aus, daB sich das Massenelement in kleinere 
Bestandteile auflést, die nachher nicht mehr zusammenhangen. Ferner sollen 
Massenelemente, die im Anfangszustand benachbart sind, dies auch im End- 
zustand sein, und schlieBlich wird nicht zugelassen, daB ganze Massenelemente 
verschwinden oder neu entstehen. Dagegen soll das Einschieben oder Wegnehmen 
von Materie 7m Massenelement gestattet sein. Dies sind die Forderungen, die 
man verniinftigerweise an eine Kontinuumstheorie des festen Kérpers zu stellen 
hat. Sie lassen sich mathematisch in die Form 


ROE 0 (3) 


zusammenfassen, in der B° der sich in der linearen Theorie als Summe von 


Gesamtdeformation € und Gesamtdrehung @ ergebende Tensor der Gesamt- 
distorsion ist. 


Man kann nun ein Massenelement des Endzustands herausschneiden, dessen 
elastische Deformation —e bei der Entspannung und danach die Drehung w 
messen, die seine Struktur (das Gitter) gegeniiber dem Anfangszustand erlitten 
hat. Die Summe von € und w nennen wir (in der linearen Theorie) den elastischen 
Distorsionstensor 8 und schreiben anstelle von Gl. (3) 


Rot 8 = — Rot (8° — 8) =y. (4) 


Es stellt sich heraus, daB man die rechte Seite dieser Gleichung ausrechnen 
kann, wenn man geniigend genau iiber die Operationen und Vorgange orientiert 
ist, die den Kérper vom Anfangs- in den Endzustand bringen. Wir nehmen daher 
Gl. (4) als drittes Gesetz zu den Gln. (1) und (2) hinzu. Das so erhaltene Glei- 
chungssystem ist dann, wie man leicht zeigen kann, vollstandig fiir die Bestim- 
mung des Eigenspannungszustands aus den ,,Quellen“ y. Die zugehédrige Rech- 
nung geht iiber den Inkompatibilitatstensor (y x V)° und die Spannungsfunktionen 
und ist immer die gleiche, was auch fiir Ursachen zu y gefiihrt haben mégen. 
Waren dies z.B. plastische Distorsionen, so ist B° — ® der plastische Distorsions- 
tensor B? und y mit der kristallographischen Versetzungsdichte a identisch. 
Handelte es sich um Einschieben von Extramaterie oder um sonstige quasi- 
plastische Distorsionen, so ist B°—® der quasiplastische Distorsionstensor B° 


und y die quasiplastische Versetzungsdichte & 3), 


Es liegt nun nahe, unter y eine verallgemeinerte Versetzungsdichte zu ver- 
stehen, und diese als Ursprung der Eigenspannungen anzusehen. Von diesem 
Standpunkt aus gilt also der Satz: Die Versetzung ist die elementare Eigen- 
spannungsquelle. In diesem Bild erscheint z. B. der elastische Dipol als 4quivalent 
mit einer infinitesimalen Versetzungsschleife (der vollstandige Dipoltensor ist 
mit drei Versetzungsschleifen d4quivalent), wie in [8] ausgefiihrt wurde. 


31 Auf die Méglichkeit des Endens von Versetzungen im Innern des Ko6rpers, 
die zur Zeit noch problematisch ist, gehen wir in diesem Paragraphen nicht ein. 
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Es sei betont, daB dies nur ein méglicher Standpunkt ist, der in der Theorie 
der Magnetfelder stationarer Stréme sein Analogon in der Ampéreschen Aqui- 
valenz von magnetischem Dipol und infinitesimaler Stromschleife hat*?. 

Ein anderer Standpunkt ist es, wenn man unter einer Versetzungsdichte nur 
den einer plastischen Distorsion zuzuschreibenden Teil von y versteht: Dies sind 
dann die in der Kristallphysik gebrauchten kristallographischen Versetzungen, 
deren Burgers-Vektor prinzipiell ein Gittervektor sein muB. Von diesem Stand- 
punkt aus hat man dann weitere Eigenspannungsquellen, namlich, solange man 
in der Mechanik bleibt (also Temperaturschwankungen und magnetische Wir- 
kungen usw. auBer acht la8t bzw. die zugehdrigen Spannungen nicht zu den 
Eigenspannungen rechnet) die punktférmigen Gitterfehler, welche elastische 
Elementardipole sind. Dies ist der Standpunkt, welcher der allgemeinen diffe- 
rentialgeometrischen Theorie am nachsten kommt, in der wir die Extramaterie 
von den Versetzungen deutlich unterschieden hatten. Doch war in § 9 bemerkt 
worden, da auch der erste Standpunkt in der allgemeinen Theorie seine Berech- 
tigung hat. 

SchlieBlich l4Bt sich leicht zeigen, daB es Verteilungen der Dichte gibt, die 
zu keinen Eigenspannungen, sondern nur zu Strukturkriimmungen fiihren. Nur 
wenn der Inkompatibilitatstensor (y x V)° nicht verschwindet, erhalt man Eigen- 
spannungen. Deshalb kann man mit dem gleichen Recht wie y auch die Inkom- 
patibilitaten (y xV)° als die elementaren Eigenspannungsquellen erklaren. Da 
auch dieser Standpunkt in der allgemeinen Theorie seine Berechtigung behalt 
— ein Verschwinden von (y xV)*° bedeutet hier das Verschwinden des zu dem 
Christoffel-Symbol g’,,;, gehdrigen Einstein-Tensors — haben wir gezeigt, daB sich 
die Grundkonzeptionen der linearen Theorie in der allgemeinen Theorie vollauf 
bewahrt haben. Welchen von den drei Standpunkten man in einem speziellen 
Fall wahlt, wird von den physikalischen Besonderheiten des Problems abhangen. 
Beispielsweise ist der in der Theorie der Par- und Dielastizitat zu beziehende 
Standpunkt offensichtlich der zweite. 


§ 17. Die ungelosten Probleme 
In diesem Paragraphen soll die Aufmerksamkeit auf einige Probleme der 
allgemeinen Theorie gelenkt werden, deren Lésung einige heute als sehr stérend 
empfundene Liicken schlieBen wiirde. 


Bleiben wir zunachst bei der stationiren Theorie und beginnen wir mit der 
Geometrie. Es ist wohl berechtigt zu sagen, daB in diesem Rahmen die beschrankte 
Theorie (neun Freiheitsgrade) praktisch abgeschlossen vorliegt. Grundlegende 
ungeléste Probleme sind nicht zuriickgeblieben. 


Etwas weniger weitreichend sind unsere Erkenntnisse iiber die drei Freiheits- 
grade, die zu der (makroskopischen) Extramaterie gehéren. Vor allem ist hier 
das in §9 erwahnte Problem der Formulierung der Einsteinschen Gleichungen 
im Anfangszustand tbrig geblieben, von dessen Lésung zu hoffen ist, daB sie 
den Zusammenhang zwischen der die Extramaterie beschreibenden quasiplasti- 


ee Dieser Standpunkt wird auch von DEHLINGER in seiner auf die speziellen 
Bediirinisse der Metallkunde zugeschnittenen Darstellung [73] eingenommen, die 
besonders die Anwendungsméglichkeiten herausstellt. 
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schen Deformation by und dem Materietensor B'i ohne die Mithilfe von irgend- 
welchen Distorsionstensoren (wie wir sie in (80) hatten) bringen wird, etwa in 
der Form 


ts : : Q 
Bie et Mae iia (5) 


Im wesentlichen ungelést ist das Problem der letzten drei Freiheitsgrade. 
Das Auftreten von Versetzungen, die im Innern des K6rpers enden, bereitet 
der Vorstellung groBe Schwierigkeiten. Da bisher bei den Anwendungen das 
Bediirfnis nach solchen Versetzungen noch nicht aufgetaucht ist, erscheint deren 
Erforschung vielleicht nicht sehr vordringlich, obwohl sie vom Standpunkt der 
Grundlagenforschung natiirlich wiinschenswert ist. 

Aktuell ware dagegen eine eingehendere Untersuchung der mit den Cosserat- 
schen Momentenspannungen verbundenen Probleme, insbesondere die Frage des 
Materialgesetzes und die Frage der Lésung der Feldgleichungen. Die Méglichkeit, 
auf diese Weise nicht nur die makroskopischen, sondern gleichzeitig die mikro- 
skopischen Eigenspannungen der Versetzungen kontinuumsmechanisch zu erfassen 
ist sehr anziehend, wenn auch zur Zeit tiber die méglichen Auswirkungen wenig 
gesagt werden kann. 

Sicher der gréBte Mangel in der heutigen Situation ist das Fehlen der dynami- 
schen Theorie, welche vor allem die Bewegung der Versetzungen und Fremd- 
atome (Extramaterie) behandeln sollte. Bei der Wichtigkeit der Gitterfehler fiir 
alle Vorgange in festen Korpern ist ein reiches Anwendungsgebiet einer solchen 
Theorie von vornherein gesichert. 

Die dynamische Theorie mu8 wesentlich iiber die bisherige Elastodynamik 
hinausgehen; es ist zweifellos unméglich, mit einer Theorie auszukommen, die 
sich ganz auf einem Vektorfeld der Verschiebungen bzw. Geschwindigkeiten 
aufbaut, d.h. auf drei funktionale Freiheitsgrade beschrankt ist. 

Eine solche dynamische Theorie kann mancherlei interessante Effekte zutage 
férdern. So ist es zuerst FRANK gelungen [74]*8, die Bewegung einer einzelnen 
Versetzung zu berechnen, und es hat sich als Grenzgeschwindigkeit die Schall- 
geschwindigkeit ergeben, welche die Versetzung so wenig erreichen kann, wie 
ein Teilchen mit nicht-verschwindender Ruhemasse die Lichtgeschwindigkeit. 
Mit zunehmender Geschwindigkeit tritt eine Kontraktion des Spannungsfeldes 
der Versetzung auf, die durch ganz entsprechende Formeln beschrieben wird, 
wie man sie im Falle des zu hoher Geschwindigkeit beschleunigten Elektrons 
hat. Es gilt also eine Art spezielle Relativitatstheorie, bei der die Schallgeschwin- 
digkeit an die Stelle der Lichtgeschwindigkeit getreten ist. Da man i. allg. ver- 
schiedene Schallgeschwindigkeiten hat, ist die Vielfalt der Erscheinungen sehr 
groB. 

Andererseits ist es durch Bestrahlung von Proben in den Reaktoren heute 
méglich, leichte Atome mit Uberschallgeschwindigkeit durch den Kérper zu 
bringen, was u. a. zu einem , ochall-Tscherenkow-Effekt“ AnlaB gibt. Die zuge- 
horigen Machschen Wellen fallen bei ,,langsamen Teilchen“ in den Hyperschall- 
bereich. Die neuesten Fortschritte auf diesem Gebiet lassen hoffen, daB es in 
absehbarer Zeit mOglich sein wird, diese Wellen und damit die sie erzeugenden 


33 Hine zusammenfassende Darstellung hat SaENz gegeben [745]. 
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Teilchen experimentell nachzuweisen (z.B. auch zu zahlen). Das heute so wichtig 
gewordene Gebiet der Strahlungsschadigung fester Korper stellt jetzt schon in 
zunehmendem Mae Anwendungsméglichkeiten nicht nur fiir die stationare, 
sondern auch fiir die noch zu schaffende dynamische Theorie zur Verfiigung. 


SchlieBlich erwahnen wir noch eine weitere groBe und dringliche ungeléste 
Aufgabe, namlich die endgiiltige Herstellung der Verbindung zwischen der Kon- 
tinuumstheorie der Versetzungen und Eigenspannungen und der phanomenologi- 
schen Plastizitatstheorie bzw. die Vereinigung der beiden Gebiete. Erst durch 
die gemeinsame Anwendung dieser Theorien ]aBt sich die in der Einleitung unter 
(1) genannte Aufgabe, die man als das Grundproblem der Kontinuumsmechanik 
des Festkérpers bezeichnen kénnte, lésen. Die Herstellung dieser Verbindung 
sollte etwa entlang der von BirBy, GARDNER und STROH [24] gezeichneten Linien 
erfolgen, auf deren Arbeit wir verweisen. Dasselbe Ziel auf etwas anderem Weg 
verfolgt Konpo [21]. 


§ 18. Beziehungen zur allgemeinen Relativitatstheorte 


Jedem Kenner der allgemeinen Relativitatstheorie wird bei einem Studium 
der allgemeinen Kontinuumstheorie der Versetzungen und Eigenspannungen die 
groBe Ahnlichkeit zwischen den beiden Theorien auffallen und ihm das Ver- 
standnis der letzteren sehr erleichtern. Die allgemeine Kontinuumstheorie hat ~ 
der Relativitaétstheorie sehr viel zu verdanken: Durch das Aufkommen dieser 
Theorie wurde die Entwicklung der hoheren Differentialgeometrie auBerordentlich 
gefordert, sie bekam ihre heutige elegante Form, die es erlaubt, auch komplizierte 
Zusammenhange in einfachster Weise darzustellen. 


Im Gegensatz zu der allgemeinen Relativitatstheorie bzw. deren Erweite- 
rungen ist die allgemeine Kontinuumstheorie frei von jeglichen Spekulationen. 
Es wurden nur bestehende, sicher fundierte Gesetze zu ihrer Ableitung verwendet. 
Somit zeigt uns diese Theorie, wie eine in sich widerspruchsfreie Theorie von 
physikalischer Realitat aussehen kann, die sich der Begriffe Konnexion, Einstein- 
Tensor usw. bedient. 


Es ist seit langem bekannt, daB Eigenspannungen etwas mit Riemannscher 
Geometrie zu tun haben, doch wuBte man friiher mit dieser Erkenntnis nichts 
anzufangen. Bemerkenswerterweise hat sich nun ergeben, daB fiir die allgemeine 
Kontinuumsmechanik die Riemannsche Geometrie viel zu eng ist. Die Zahl der 
funktionalen Freiheitsgrade muBte um neun auf fiinfzehn erhOht werden: An die 
Stelle der Christoffel-Symbole trat die allgemeinste metrische Konnexion J7,, ae 
Alle durch J},;, zugelassenen Zustinde des Kontinuums kommen in der Natur 
auch vor. 


Die sich hier aufdrangende Frage ist: Gibt es irgendeinen physikalisch ver- 
niinftigen Grund, der uns gestattet, dem Weltall die einschneidende Beschrankung 
auf eine Riemannsche Geometrie aufzuerlegen ? Gibt es einen Grund anzunehmen, 
da das Weltall durch eine Konnexion beschrieben wird, die weniger allgemein 
ist, als die allgemeinste metrische Konnexion? In der Kontinuumsmechanik gab 
es keinen solchen Grund, und es diirfte schwer fallen, ihn fiir das Weltall zu finden. 


Wir hatten schon friiher das Kontinuum im deformierten Zustand von einem 
nicht-Euklidischen Standpunkt aus betrachtet, indem wir im Anschlu8 an BitBy 
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und Mitarbeiter die Konnexion zur Definition eines nicht-Euklidischen Parallel- 
verschiebungsgesetzes beniitzten. In dem so erhaltenen Riemann-Cartanschen 
Kontinuum bewegen sich z.B. einzelne Zwischengitteratome, wie die Sterne im 
nicht-Euklidischen Weltall. Es ist zwar noch nicht nachgerechnet, doch besteht 
wohl kein Zweifel, daB wie letztere, so auch die Zwischengitteratome den geodati- 
schen Linien folgen, solange sie keinen Kraften ausgesetzt sind. Die von den 
Spannungen auf die Zwischengitteratome ausgeiibten Krafte rechnen hierbei 
nicht mit, sie erscheinen (aller Voraussicht nach) durch die Einfiihrung des 
neuen Parallelverschiebungsgesetzes wegtransformiert, wie die Gravitationskrafte 
durch Einfithrung der Riemannschen Parallelitat. (Von den durch die Gitter- 
struktur des realen Kontinuums bedingten Besonderheiten im Fall der Zwischen- 
gittermaterie soll hier abgesehen werden.) Dieses Bild zeigt sehr eindringlich 
auch die physikalische Ahnlichkeit der beiden Theorien. 


Wir wollen uns hier nicht in irgendwelchen Spekulationen ergehen, wir haben 
vielmehr diese Ausfiihrungen gebracht, weil wir glauben, daB eine eingehende 
Untersuchung der Zusammenhange zwischen der allgemeinen Relativitatstheorie 
und der allgemeinen Kontinuumstheorie der Versetzungen und Eigenspannungen 
fiir beide Theorien mancherlei Nutzen bringen kann. 


Meinen verehrten Lehrern, den Herren Professoren E. Furs, U. DEHLINGER und 
A. SEEGER mochte ich fiir ihr freundliches Interesse und die Férderung dieser Arbeit 
herzliich danken. Herrn Prof. A. SEEGER gilt mein besonderer Dank ftir zahlreiche 
Besprechungen zu allgemeinen und Detailproblemen im Rahmen des behandelten 
Themas. Dartiber hinaus erfuhr die voriegende Arbeit mancherlei Anregungen aus 
Diskussionen mit den Herren Professoren K. Konpo, H. SCHAEFER, W. GUNTHER 
und den Herren Doktoren J. D. EsHrersy, B. A. Brrpy und G. RIEDER. 
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Uniqueness of Magnetohydrodynamic Flows 


R, P. KANWAL 


Communicated by J. SERRIN 


Introduction 

Initial value problems play a crucial part in every branch of applied mathe- 
matics. It is natural to inquire whether these problems are well set, that is, 
whether their solutions actually exist and are unique. In this paper we deal 
with magnetohydrodynamic flows. We prove that fluid motion in a bounded 
region ¥ =¥Y (t) is uniquely determined by the initial distributions of velocity, 
magnetic field, temperature, and density, together with certain boundary con- 
ditions. 

SERRIN [/] has recently extended and developed the energy methods used 
by FoA [2] and GrarFi [3] in discussing uniqueness theorems in hydrodynamics. 
We extend SERRIN’S analysis to prove our result. Since some of the steps in our 
analysis are the same as those in SERRIN’S work, we omit the corresponding 
details and refer the reader to his paper, the notation of which is used here. 


Equations of Motion 


The equations governing the coupled motion of magnetohydrodynamics, in 
the absence of displacement currents, are [4} 


Cnn HW 477 div = 6; (1) 
cunt, (Fr): (2) 
j=o(E+y,0xHh), (3) 
and 
22 + edivy=0, (4) 
0 = of +divT +y,5XH, T=] I-Pv, (5) 


where H stands for the magnetic field, j for the current density, E for the electric 
intensity, w for the velocity vector, T for the stress tensor, @ for the density, 
p for the pressure, and f is the applied force. The quantities “, and o are the 
coefficients of magnetic permeability and electrical conductivity, respectively. 
Furthermore V, the viscosity tensor, is given by 


V=AST4+2uD, Gb =dive, (6) 
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where D is the deformation tensor and J is the identity matrix. The quantities 
A and w are the coefficients of viscosity. 

In a compressible fluid, equations (1)—(5) have to be supplemented by the 
equation of energy. If E£ is the specific internal energy of a fluid element and q 
is the heat flux vector, then the required equation is 


< —T:D —divq, qg=—yzegradT, (7) 
‘where T stands for the temperature and x is the thermal conductivity. The 
heating effect due to the flow of currents is negligible as compared to that due to 
heat conduction and viscosity and has therefore been ignored in the above equation | 4). 
In addition we have the equation of state relating the thermodynamic variables 


D Ole fee 
o, p, E, an b= h(6,T)) E=L£LET). 


The functions # and E are supposed to be twice differentiable. We take E=c,T; 
On CONStA ie 0): 

The quantity j x H entering the equation (5) can be calculated in terms of H 
with the help of equation (1): 


; H? . HH 
jxH = — grad [— + div i. (8) 
If o is uniform, then from equations (1)—(3) we have 
aA = —Hdive + H- grade +7 4H, (9) 


where 7 = (4a ¢,0) 1. In the following analysis the electromagnetic consequences 
of the coupled motion will be discussed by means of equations (8) and (9) only. 
The electric field thereby becomes an auxiliary quantity, whose value, if desired, 
can be obtained from equation (3) (cf. reference [4)). 

We consider a conducting fluid flow occupying a finite region Y= ¥Y (t), 
with boundary Y. We are presented with the question: given the velocity, 
magnetic field, temperature and density distribution at some initial instant, do 
they determine the subsequent motion uniquely? In this connection, a solution 
of the initial value problem is defined to be a set of continuously differentiable 
functions satisfying the given differential equations and the boundary conditions, 
and reducing when ¢=0 to assigned initial values. It turns out that by adding 
the prescription of the boundary values of H to the data considered by SERRIN, 
certain theorems analogous to his may be proved in the present more general 
circumstances. 

The constant 4 =(4%,0)7 is the magnetic diffusivity: since u,>0 and 
020, we have 7=0. In this paper we shall discuss the case of finite conductivity 
(0+ c), so that 7 7s a positive constant. Furthermore, it is assumed that 0 1s 
positive in the closure of V. 

If we let n denote the outer normal to Y, and G the outward normal velocity 
of Y, then U=v-n—G is the relative normal speed of the particles at the 
boundary. 

For reference we collect here the relevant equations, following which is a 
statement of the boundary conditions. 
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Equations : 

oF = —Hdivv +H gradv +74 4H, (10) 
divH =0, (41) 
do 

Gy tdive =0, (12) 

dv _ ; H2 . HH 

CeO eet kad diy, (13) 
eo =T:D —divg. (14) 


Boundary Conditions. At all points of the boundary Y, and at all instants 
of time, v and Hare prescribed. Furthermore, 


a) At all points where U<O, the absolute temperature and the density are 
prescribed. 


b) At all points where U>0, the absolute temperature is given. 

c) At all points where U=0, one of the following conditions is assumed: 
c,) The temperature is prescribed. 

c,) The normal heat flux q-n is prescribed. 


C3) The normal heat flux is assumed to be proportional to the difference 
between the temperature J of the fluid and a given wall temperature 7); that is, 


q:n=k(T —1)), R= 0. 


Theorem. Let the viscosities, the heat conductivity, and the magnetic diffusivity 
be constants satisfying the inequalities 


i OA th ee OHO, 


Then there can be at most one solution of the above initial value problem. Moreover 
if 4 =0, no boundary conditions on the temperature (or heat flux) need be imposed 
at points where U0. 

Prooj. Let (©, H,0, T) and (@, H, 0, T) be two solutions of the problem 
under discussion. A tilde over a flow or field quantity will mean that the quantity 
is to be evaluated for the flow and field (v, H, 0; ae Also we set F’=F —F. 

Since both fields satisfy equation (10), we have 


a ——y’. grad H—H div v'—H’ div v+-H- grad v' +H’. gradv + AH’. (15) 


Forming the scalar product by oH’ and rearranging the terms, from the above 

equation we obtain 

OA ENS SS ee ae Wen) HH avn — 

ails H ov’: (grad H) 0 ivv 06) 
— 0 H'*divé+ oH. (gradv’)- H’+ 0 H’: (grad 6) - H+ 0H’. AH’. 

The term on the right side can be rearranged with the help of the identities 


oH. (grad v’) - H’ = div {9 (H’-v’) H} — (v' H’) (H- grad 0) — oH: (grad H’) - 0' 
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and 
oH’. AH’ = div{o(grad H’) - H’} — grad g - (grad H’) -H’ — o grad HW’: grad H’. 
Thus equation (16) can be written as 
@ (+ H’?) — — ov’. (grad H) -H’ — 9 H.-H’ dive’ — 
— 0H’? divé+ oH’. (grad &) - H’— 
— (H’.v’) (H- grad 9) — oH. (grad H’) - v’— (17) 
— (grad 0) - (grad H’) . HW’ — yo grad H’ : grad H+ 
+ div {o(H’. v') H + 0 (grad H’) -H’}. 


If we make use of the transport equation 


rte 
(consistently omitting the conventional volume and surface infinitesimals), and 
of the divergence theorem, then integration of equation (9) yields 
£ SoH [[- ov’: (grad H)- HH’ — oH. H’ divv' — 9 H’2 dive + 
+ oH’. (grad @) - H’ — (H’- v’) (H- grad 0) — 
— off. (grad H’) -v’ — n grade: (grad H’) - H’— 
— nograd HM’: grad H’]. 


(18) 


The surface integrals in the above equation vanish due to the boundary conditions. 


In order to estimate the hydrodynamical variables we observe that the 
equations of continuity and energy are the same as in classical hydrodynamics. 
The only term of electromagnetic origin occurs in the equations of motion (13). 
This term can be written 


2 
R= — grad L div = = — {HH ;— HH}. (19) 
Thus i aa 
R= Page i Pees Mae Pee (20) 
and is 
v'- R= — Gs {ov': (grad H’)- H+ ov’: (grad H) - H’— 


S (21) 
— oH. (grad H’)-v' — oH’ (grad H) -v’}. 


When this additional term is taken into account in SERRIN’s analysis, the equa- 
tions of continuity, motion, and energy, respectively yield the integral identities 


d 1 / (Beat, ~ , i , 16 “3 ~ 
aft O10 Ai ~ | (ee v'- grad @ + oo’ divv +eo'*divé), (22) 
d 1 De / te ~~ / , y / 
a fe” =—| |e v'-(é—f) +00 D-v'+ T’: D'+ 
+ z—{ov': (grad W’) H+ 9v'- (grad Ml) - H’— (23) 


— oH. (grad H’) -v' — 9H’. (grad H) - v'} — div (T"-v’) 
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wherely 2==0': v’sand a@=-|-——;. finally 


= {Fs ie en = 
i a (24) 
=O|Ta-n+ Zour, 


where Y= T:D and c, has been put, without any loss of generality, equal to 
unity. 

In order to estimate the various terms which appear on the right-hand sides 
of equations (18), (22), (23) and (24), we restrict attention to some fixed time 
interval 0</<t, where T is an arbitrary positive number. Let N be the generic 
notation for an upper bound. It is clear that N will differ for every estimate, 
but it is possible to determine its size at any stage. Furthermore let us set 


T= et OA Bh te Daly fs 8) hao Oa hac 
Gp ahi 52 eae toed ie 


Now by employing CAucHy’s inequality 2ab<a?+-b? we obtain from equa- 
tion (18) the estimate 


Ss [ Nwt+ H+ f (0+ grad 2) 


—no|grad H'|?], OStSr. (25) 


Here « is an arbitrary positive number to be fixed later, while N depends on ¢ 
and on the bounds for the magnitude of (v, H, 0, 7), (v, H,6 0, zy and their deri- 
vatives during the time interval OS¢SXt. Similarly from (22), (23), and (24) w 
derive, respectively, 


AS = f weottu' + f 09" 26) 
Wr i v'24 p’24 H') + [ (e6'?+ e|grad HP —V': D’), (27) 
and 
os N(o'2-+ v'2+ p24 Tr) + [ (8? +D':D'), (28) 


valid for O0<t¢St. Also we observe that 
Pes NiO talus): (29) 


From (25)—(29) we obtain finally 


CU+J+K+LSNI+J+K+D)+ 


+ f[e(302+ D’: D’) — V': D'+ (2¢ — on) |grad H’|?]. 
Now 
3024 D:D’ =4 (1002-4 A’) 
and 
VD’ =4{(3A+ 2u) 02+ 2A}, 


Pe 
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where A’ is the octahedral invariant of D’; cf. [1]. We have taken @ to be positive 
in the closure of Y. Thus if we choose ¢ small enough, the relation (30) becomes 


d 


GUI J+K+DSNU+J+K+D, 08tSt. (31) 


This differential inequality has the solution 
P-j4K +Lsd elke lye", OLE; (32) 


Since the integrals J, J, K and L are zero when t =O, it follows that they remain 
zero throughout the whole interval in question. This implies v’=H’= 0’= T’=0, 
and so the two flows and fields are identical at least untilf=t. Finally, t being 
arbitrary, the flows and fields are identical so long as they exist, so that the 
theorem is now proved. 

From the relation (32) it also follows that the solutions of the initial value 
problem, so long as they remain uniformly bounded, depend continuously on 
the initial data. 

We have so far confined ourselves to extending SERRIN’S analysis to the case 
when 3A+2u>0. Hts analysts for the excepted case 3A+-241=0 can be extended 
simularly. In fact the same additional steps are needed. 
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Inequalities for Hypergeometric Functions 


THOMAS ERBER 


Communicated by A. ERDELYI 


1. Introduction 


Although inequalities involving hypergeometric functions are a potentially 
useful tool in many investigations, few, if any, studies of such inequalities seem 
to exist in the literature. (See, for example, the summaries contained in [J], 
[2], and [3].) One of the principal factors which has undoubtedly hindered such 
a development has been the anticipation that the mathematical discussion of 
these inequalities would fragment itself into the consideration of innumerable 
special cases. In the present paper we have tried to meet this situation by 
placing emphasis not on the hypergeometric inequalities as such but rather on 
a number of techniques for obtaining general families of these inequalities. Once 
the methods of procedure are clear, there should be no difficulty in extending 
or adapting the results to many cases of special interest. 

The methods outlined in the following sections are essentially all based upon 
the construction of appropriate majorants for each of the three principal repre- 
sentations of the hypergeometric function — the series representation of GAUSS 
and the integral formulas of EULER and MELLIN-BARNES. 

We have included a discussion of the inequalities arising from the first two 
of these representations mainly for the sake of completeness since it will become 
apparent later (Section 3) that the few analytical details required for the deri- 
vations skirt rather close to the obvious. The Mellin-Barnes representation, on 
the other hand, requires computations of a more elaborate nature essentially 
because of the presence of quotients of Gamma functions in the integrals. Never- 
theless, with the help of certain auxiliary inequalities for the Gamma function 
(which are collected together in Section 2) it will appear subsequently that the 
Mellin-Barnes representation is in fact a powerful tool for the derivation of 
hypergeometric inequalities of wide applicability, affording clear and concise 
insight into the asymptotic behavior of the hypergeometric function with respect 
to each of its four places. 

Since many well known special functions are particular cases of the hyper- 
geometric function, it is to be expected that many standard inequalities for these 
functions are contained as special cases of the present work. In particular, the 
methods developed in connection with the Mellin-Barnes representation are 
illustrated with a derivation of an inequality for LEGENDRE’s functions of the 
second kind which generalizes a corresponding result of Hopson [4]. 
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Most of the ideas involved in the development of these hypergeometric in- 
equalities can be readily extended to deriving analogous results for various types 
of generalized hypergeometric functions. These techniques are illustrated in 
Section 5 for the particular case of an fz — APPELL’s second hypergeometric 
function of “two variables’? — which is of considerable importance in certain 
quantum mechanical applications 


2. Analytical Preliminaries: Gamma Function Inequalities 
Almost all the hypergeometric inequalities encountered in the subsequent 
work are intimately connected with the Gamma function. It will therefore be 
convenient to have available a comprehensive range of inequalities for |J"(z)| 
valid over the entire z-plane. These inequalities are listed in the present section. 


The Inequality of Lerch. [5, 6, 7) 


ECGs 


rene [7 y csch (vy) ]? 


(1) T(a+ty)= 


where 
OX*51; y real; ASOS|[1+47!. 


Inequalities of Nielsen-Pincherle. [8,9] Let z=x+i1y; 0=argz; 
Then 


—= x—$ — J 
(2) |P'(2)| S 22 || exp | yO—xt iD|cost Fo J 
Proof. The Gamma function may be written as [10] 
6) P(e) = |2ae-bottmlo 
where 4(2) is BINET’s function [JJ] 
sin (2s eae 
(4) )= fa > aia Sieh erazleceuk 


From (4) follows Sees inequality [12] 
(4a) | 4 (2)| < (12|z| cos? $9), 


so that by taking moduli on both sides of (3) and inserting (4a) there results the 
desired inequality. 

The standard form (2) badly overestimates |J"(z)| in the left half plane 
(Rez<0) and fails completely on the negative real axis. In order to improve 
the situation in these cases, note that for BINET’s function we have the connection 
formula 


(5) (2) + w(— 2) = — In(1 — exp {2m7zsgn9}), 
where 
ssn?d=+1 for 0920 


* Here and in the succeeding we observe the convention that the “upper” symbols, 
1.e., < and + of equation (2), are to be read together; equation (2) read with the 
lower” symbols (> and —) constitutes a separate formula. 
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so that 
(6) |e | <|4 — exp {2aizsgn dB} tele (- 
and in analogy with the preceding 


1 
42 |z/sin? 20 f° 


Cae feo feos [22 y] — cos[2z x])]~? exp {ly| 


Finally, substituting into (3) and taking absolute values again we have the 
Corollary 


|I"(2)| S 22 |2|*-! [2 (cosh [22 y] — cos [2% x])]*8 x 


xexp {(+ 2 —|9)) [yl — xt agg 


» 12)\2|(sin? 33 


(7) 


Since the moduli of the functions on the right-hand side of (3) are continuous 
across the cut in the negative real axis [compare (5)], the limit z+¥x, x<0 is 
unambiguously defined in (7) and yields the interesting special case 


(72) P(a)| < Yael 


| 


1 
: x : 
exp { ora IG << (Q) 


Comparing (7) and (2), with the aid of a few elementary estimates, one sees that 
the majorant provided by the Corollary is in fact better than the original in- 
equality (2) in almost the entire left half plane. 
An Inequality Derived from Cauchy’s Integral. Let x>0 and y be real. 
Case (i). Suppose |y| = 2/s, then 


(8a) | 1"( x iy) <2(22y" eee exp{{—F-aly\l. 
Case (ii). Suppose |y|<2/z, then 
(1+) ae | 
(8b) [Pet iy) <p exp {2 3 yy. 


Proof. The Cauchy integral in question [13] may be specialized to the form 


(9) Pa +iy)taa2 el fag (sin g)?* aoe 


which is particularly useful in displaying the x and y dependence of |/"(x+7y)|. 
For x>0, |y|22/z, we have 


nm viet 
(9a) f4o(...)2 J 4pl--), 
and since 
(9b) Min {age 9 ene, sing=— 9, 


when 0<gS|y|1?S = there results 


2x — (2%+1) 
(9¢) J dgtsingyteter'> e#(2) ey 


Carrying this estimate back to (9) and taking roots, we find (8a). 
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In case x>0, |y| 2/2, we have 


pee ee dot hii 4 FUV2a) 
x 2 ly] ~ Ot 4 
(9d) J dalsing) 720 Pig dg (sin g) Tt € OF ra+x)}®? 


and combining again with (9), there results (8b). 

These inequalities are especially valuable when one requires a majorant for 
the Gamma function which will reproduce as accurately as possible the asymp- 
totic y-dependence (i.e. |y| > 00) of |/’(~+7y)| and yet has a simpler functional 
structure than the Nielsen-Pincherle inequality. (See Section 4. For auxiliary 
inequalities valid in the real domain compare also [/4].) 


3. Two Inequalities for the Hypergeometric Function 


A. An Inequality Derived from the Series Expansion. The principal branch 
of the hypergeometric function within the unit circle on the z-plane is given by 


10 Ean ps 2) = Sem) (Bm) 
(10) CT Si ala cnr ¢? pe 
where (x, 2) =a(a-+1)—.. (a+ —1) ete. and y==0, —1,.... 

A majorant for & then follows immediately from the observations 


(a) |(a, )| S (Ja, ») 

and 

(b) — |y-+m|2(|y|+n) cosa for m>0; P=argy, |8| <a, 
which implies 

b’ ee : 

ee I. n)| = (cos $8)"—* (Ip), m) 


Taking absolute values in (10) and entering (a)—(b’) above, one finds 


(10a) |Fla;B:y;.2)| costo y) UAL) ((2| sec 30)", 
n=0 7 7 


so that with the further restriction |z|<cos }$@, there results finally 
(11) | F(a; Bs v3 2) 


Since the hypergeometric function on the right-hand side of (11) clearly is 
an increasing function of |«| and |6|, and a decreasing function of |y|, it may 
under certain circumstances be permissible to relax the bounds still further in 
order to achieve a configuration |«’|>|«|, |B’|>|B|, |y’|<|y| such that 
F(|«"'|;|B'|; |y'|; |z| sec $8) reduces to a simpler function. [See e.g. [3] for a 
list of cases in which F(«; 8; y; z) reduces to an elementary function.| In parti- 
cular, when | y| >|«|-+-| 8], the right-hand side of (11) still converges for |z|=cos3@, 
and by virtue of Gauss’ formula, one finds 


= COS (Rue Pras 


>|y|; [2] sec 38). 


, 


esis BR 
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ge || ++ |B] <|y|; |z| <cos { argy}; 


This may of course be reduced to even simpler form by inserting suitable Gamma 
function inequalities from the preceding section. 


B. An Inequality Derived from Euler’s Integral Representation. The 
principal branch of the hypergeometric function may be represented by 


(13) F(a; B35 2) =[B(By sae ditt (A ty? (1 — tz) 


where B denotes the Beta function and Re y> Re B>0 to secure convergence. 
Note that the phases are chosen such that arg (¢) =arg (1 —¢) =0; andarg (1— fz) =0 
when ¢=0. Introducing absolute values, 


(13a) |F@; Bs y;2)|S|BiBy — By f dee pie Osta ioe taN ea: 
First we note that 
(14a) |(4— ¢2z)~*| = |4 —tz|Re(-# exp {Im {o} arg (1 — ¢z)}; 
then we observe that in turn 
(14b) exp {Im {a} arg(1—tz)}< O(a, z), 
where we have introduced the abbreviation 
P(x, z) = exp {F [1 — sgn (Ima Imz)] [Im {a} arg (4 — z)]}. 


Furthermore 
(1+ |2]) pee Rea <0 


— tg Re {— ab 
ae | ((4+¢|z|]cosdp)Rei-#  Rea>0o, 


where y=arg(—z) and |y|<a. Finally, combining (14a—c) with (13) and (43a) 
we are led to the following inequalities: 


Let Rey > Rep > 0) y= arg (— 2). 
Case (i) Rea <0 


ee B(ReB, Re{y—B}) (4 4 |gl)Re(-2) Bla. 2). 
NCS Py) aa, (a, 2) 


Case (ii) Rea >0 


soy [RCE B: 7:2) <BURSB RSL BD eos py O9 Ota, 2)x 


x F(Rea; Ref; Rey; — |z|), 
where P(x, z) 1s given by the displayed formula between (14b) and (14c). 
Remark. The right-hand side of (15b) may be simplified either by applying 


the result of sub-section A (above) or noting that as an immediate consequence 
of (14c), with the present restrictions on the parameters, 


F(Rea; Ref; Rey; — |z|) <1, 


since (a+ t|z|) cost p]Ri-v< [cos dp]Rek- 3. 
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Numerous special cases are contained in these inequalities. In particular, if 
two of the quantities 1—y; +(«—f); +(y—a-—B) are equal to each other or 
one of them equals +, the hypergeometric functions reduce to Legendre functions 
[3], and the present inequalities may be specialized to the majorants of STIELTJES 
[15] and Hopson [16]. It should be noted that in such applications it is frequently 
necessary to work on the cut —1<z< +1, in which case the second inequality 
of (14c) should be replaced by 


bee nares Gr laa Aha We 


with corresponding modifications in (15b). 

It is well known that the restrictions Re y>Re fB>0 necessary to insure 
the existence of an Euler representation may be dropped by going over to the 
Pochhammer double loop integral [17]. Unfortunately, it is difficult to follow 
this extension with inequalities since the parameters describing the integration 
contour remain in the calculation and the details need to be adjusted anew for 
each special case. 


4. Hypergeometric Inequalities from the Integral Representation 
of Mellin-Barnes 


The hypergeometric inequalities derived in the previous section all pre- 
suppose certain restrictions on «,f,y, or z. In practice these restrictions can 
usually be accommodated since it is possible to adjust the hypergeometric 
function in an enormous number of ways — for example with the transformations 
of EULER and WIRTINGER [18], analytic continuations, contiguous connections, 
quadratic and higher transforms, etc. Nevertheless it is clear that it would be 
desirable to supplement the previous inequalities with another majorant whose 
requirements regarding «,..., 2 are in a sense complementary to the preceding. 
An inequality which answers this purpose may be deduced from the integral 
representation of MELLIN [19] and BaRNEs [20]. 


Integral Representation of Mellin-Barnes. Let |arg(—2z)|<a and let C be 
a path on the s-plane from —1 © to 1 co passing between the poles of (a+ s) I'(B+s) 
and I'(—s). (Note that this presupposes a,B--0, —1,....) Then 


AW ee ee Py) P(a+s) P'(B+s) s 
(16) F(a; B; y; 2) 2ni F(a) P@) [as ieee P(— s) (— 2). 
Cc 


It will be convenient to assume at first that 
(17a) Ree, ‘Kes = 0 
and for the sake of definiteness to set 
(17b) Re B 2 Rea. 


(The actual choice makes no difference of course since F is symmetric in « 
and f.) We shall in addition impose the temporary restriction 


(17¢) 0<y<2Rea. 
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The conditions (17a) have essentially cleared the strip 
ete CVO == AKO Si< 210) 
of all singularities. Now choose C to be the vertical path 
s=— Fytiv, —o<cv<to, 


lying within this strip by virtue of (17c). Taking absolute values in (16) we 
have directly that 


(18) [Flas Bs 75 2) < | es eg | Fle Bs 9: 2) 
where 


+00 zy—1 v) | 
18a) T(a; B; 3 2) se Mae raga ay 17%) on 


xexp {— 3y In |z| — varg(—z)}. 
Now the sense of the auxiliary condition (17c) becomes apparent: whenever 
the values of «, 8, and y permit such a choice of C, two of the Gamma functions 
in the integrand cancel since |J"(z)|=|J’(z*)|. In order to simplify matters a 


little further, the variable of integration may be shifted from v to v—Ima, 
so that finally (18a) may be rewritten as 


+00 
Has B73 2) =|2|- Wer m@ae(—9 f dv | P([Rea — by] +0) x 


I'([Re B — ¢y] +#[v + Im {6 — a}])| ee”. 


From this point on it becomes profitless to maintain the discussion on a general 
level. Depending on the particular values of «,...,z and the exigencies of a 
specific problem of estimating — which may require special care with respect 
to some of these factors — the moduli of the Gamma functions remaining in the 
integrand of (18b) may be majorized by suitable versions of the inequalities 
collected in Section 2. In order to be specific, we shall illustrate a possible 
continuation with the particular example of a majorant for LEGENDRE’s associated 
function of the second kind, 9/"(z). 


From the definition, e.g., [21] 


(18b) 


Ay Ne Radics eltnt T(utv+1) (22—1)2" ard ites ee aie Ce are oe 
Be) ees yay ey ee Me oe <2 Yo ee 


(19) 


so that our principal task then becomes the estimation of the hypergeometric 
function. The requirements (17a—c) here are equivalent to the restrictions 


(19a) Reutyv>—1; »v>—2, 
and (18a) assumes the form 
Paes Par ar2 isa ENS ee eal ae ee tt 
I( 3 he a a |2| exp { 5 Im {ujarg ( z )bx 


a} > 
+00 
‘ [ae 


—oo 


(19b) eens + iv) p(2henet +in)fe 


eo? arg (—2z7-*) 


348 THOMAS ERBER: 


Simplifying with LEcENDRE’s duplication formula, 


T= 22 2- Rew |z|"+4 exp {— 41m {u} arg (— zh 
oo } ni 
wn x f dv|I'((Rew — ¥] + 4)| e737! y 


This last integral is clearly at most 


2f\T(Rep —£4+41)| exp {gv |arg(—2)|} dv 
(20) ; 2/0 
=2(f'dv(...) +f dvl...)) a ee 
0 2/7 


For the Gamma function in J, insert the estimate (8b) and obtain 


i | 
262 =, lare (—27-*)| 
(20a) Oy ease ee hence -I'(Reu +5 sje" : 


In J,, use the majorant (8a); there results 
Ty<2e(2)"* {T'(2 Re u + 1)}# x 
(20b) 


Rew ; 
x | do ai ia exp {40 (| arg (— z-*)| — 2)} 
RE M3 
{i |Re wu iv| 


and sacrificing a v in the denominator 


(Reuw+1) 


(1+ Rew) (1+ 2Reu)}. 


Vea \( 27 ane = 2"))) 
(20c) I,<4e(3) : ae a3 


Finally, gathering together (19), (149b), (20a), and (20b), we have the inequality 


9) 
r| sade Rep exp = Im{u} [= _ > arg (— z)]! x 


1 eel ies 
we Jez), <C a4 ae ‘ , “aes 
Man emcee eye | = lare(— 2 
where 
G=\2e, Cy =exp {t+ = |arg(—2)|], Cus2e as 
and 
(21a) V>=—F,— Resta |aleeaey )| eee. 


It should be noted that the requirements (21a) have been imposed strictly 
for convenience of exposition and by no means exhaust the possibilities of the 
method. By dispensing with (17c) — 7.e. merely requiring Re{u+r}> —} in 
terms of the present example — the cancellation feature is lost [see the remarks 
following (48a) | a in general this means more Gamma functions in the inte- 
grand of I(«;8;y; 2); but this is a difficulty of augmented degree rather than 
kind, and the ae computations can still be carried through in complete 
analogy with the above procedure. 

Furthermore, even if (17a) should no longer hold, 7.e. no strictly vertical 
path is available for C, the present technique admits of an obvious extension 
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to take into account the required detours; although the analytical details may 
become tedious, the Gamma function inequalities previously assembled should 
certainly suffice to carry through a practical estimation even on more complicated 
paths in the s-plane. 


5. An Inequality for Appell’s Hypergeometric Function F, 

The quantum mechanical problem of “continuum-continuum”’ transitions in 
the Coulomb field can be shown to be equivalent to the study of a particular 
type of f,-APPELL’s second hypergeometric function of ‘‘two variables” [22, 23, 24]. 
The specific function involved is 


(22) Atty tye3 wt14+7Q); yet 1+71Qy; 2,41; 2ve+1; —%*; —y), 


where physical considerations fix the interesting ranges of “parameters’’ and 
“variables” to be 


(22a) ey wl ee > 0° ree ~ O (1) 2 0. 


Since the Fj inequality we shall derive is intended only for very rough es- 
timation and convergence work, it will be convenient to adopt the convention 
of Harpy & LITTLEWoop [24], suppressing all explicit numerical factors (e.g. 
zt, 2, etc.) and using A to denote all factors independent of the variables under 
consideration — but not necessarily the same in all inequalities where it occurs. 


In analogy with the Mellin-Barnes representation [27] we may write 


Fy (4 +Mw +723 yy se t+1Q,; ) Ye +1+7Q,; Ay seth a: PAV ae al f= Bee — yy) 
(23) deca. T'(1+2y,) F(1 +272) Py, 
4% VA+My+ ye) LAM +4Q,) (LA +724 724) 
where 


dsdt P1+y+yetstt) F(A+ty +t +s) F(1+y7.+1 2,42) 
(23 a) bes al DA 2 Fs) LE 2 757-2) 
t 


xI(—s)P(— 8) #8 y 


and again C, and C, are contours on the s and ¢ planes arranged so as to separate 
the poles of J*(—s) and I’(—?) from those of the other Gamma functions. 


As before, it is advantageous to specialize C, and C, to the paths 


(23 b) s=—y%,+10; t=—y,+1H 


where 
—-wcv<to; —-wmw<+ou. 


More precisely, since J is actually a repeated contour integral, the requirements 
are that for any s on the path C,, the contour C, shall separate the poles of [’(—?) 
from the other poles of the Gamma functions in the numerator on the ¢ plane; 
and further, once the ¢ integration has been carried out, that the contour C, 
shall effect a similar separation in the s plane. Note that the conditions (22a) 
are compatible with these requirements for J in (23a) and also permit the choice 
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(23b). Then J may be rewritten 


(144 [o-+w)) P(1+4 1% +0) LU+i12, +0) 
(24) ae [ftoae™ (tiv) (+40) . 


Py =t1 0) 1 ye — w) Gi : : o ; 
* Ty, tio) ae exp{(—y, +70) nx + (—y2.+7w) Iny}, 


and, going over to the majorant, 


a a t eallit x 


(0+-w) (+0) (+e) p bes thate de nicest «a 
(1+) (ye +t w) ENN: le +w) I [2 +2]) LG [25 +) ; 


Since the moduli of these Gamma functions are elementary, the previous in- 
equalities are in fact unnecessary, and one has exactly 


+00 
<r yt ff (v+@) (Q,+0) (Q,+w) 
nye {dud 
(25a) eho J ’ | (A+) (Awa) * 


x esch (% [v + w]).csch (7 [2, + v]) esch (7 [Q, + w))|) : 


«If erpal 


There are no convergence difficulties in the integral on the right-hand side so 
that the two factors yj+v? and y+ w? may be sacrificed in the denominator. 
In addition, we may take advantage of 


[z(v + w) csch(a[v + w]) |}? <1 
and readjust the variables of integration according to 
2, + 1S; 4 2, + o=e: 


With these simplifications (25a) becomes 


(25 b) yo [favan [(@ csch 27) (@ csch 2), 
or finally 
(25) fea ae as 


The remaining factors in (23) may be bounded by the Nielsen-Pincherle inequali- 
ties, resulting in 


LP(Any+1) P(2y.+1) 
1856 +”.+42) 


A Yitve ei oe WA oe f 
ee Diy ia 


and, combining this with the previous majorant for J, one finds 


JP (ay + 42)) P(A + ye +1Q,)\2 < 
(25 d) VYtd yet h 


— (vy + ye) + Q,/y73}, 


R(t’ + yt 723 1+ IQ; yo +1 +1Q,; 27, +4; 2ye +43 —x: Sa 5S 


) Yi — & ayVa— 
Opa. “\ va a : 2 
‘ ( r] ( y (vay, tmra Ke t (A+ Ys) 4 Ql} ; 


(26) 


which is the desired inequality. 
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On Regular and Singular Harmonic Functions 


of Three Variables 


ERWIN KREYSZIG 


Communicated by S. BERGMAN 


1. Introduction 


In the present paper we shall consider properties of regular and singular 
solutions of Laplace’s equation 


(4.1) AP= Pert Pyy + Viz =9 


by means of function-theoretical methods. The first part of the paper will be 
devoted to an infinite set of independent regular particular solutions such that 
any solution of (4.1) regular at the origin can be represented in terms of these 
particular solutions, cf. §4. Then we shall consider methods for investigating 
solutions of (1.1) which have singularities. For this purpose we shall use certain 
integral representations which permit the study of the location and nature of 
the singularities and other properties of the solutions. We shall obtain classes 
of solutions of (1.1) which are singular on a given circle (§§5, 6), and other 
classes which are singular on more general algebraic curves in real three-dimen- 
sional space (§ 7). In § 8 we shall discuss a method of obtaining properties of 
the singularities of harmonic functions in terms of the coefficients of their series 
developments in terms of spherical harmonics*. A representation of certain 
harmonic functions in terms of hypergeometric functions will be given in §§ 9 
and 10. 


We mention that our approach can be generalized to equations of the form 
(1.2) Ap+F)p=0, P=ety+2, 


and other equations. For example, the relations obtained in § 8 and similar 
relations are valid not only for harmonic functions but also for solutions of (4.2) 
and are independent of the special form of the entire function F(7?). Some 
remarks in this direction are contained in § 11, but details will be left to another 
paper. 
2. An integral representation of harmonic functions 
et 


(2.4) “=x -+12(ycost+ zsint). 


* The functions H,,,, in (8.1) are essentially spherical harmonics. 
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Then any analytic function /(u, ¢) of the variables w and ¢ is harmonic. Hence 
22 
1 
(2.2) P(x 9,2) =a [ f(u,t at 
0 


is a solution of (1.1). This representation was introduced by WuiTTakER [/]* 
and was used by BERGMAN [2, 3]; cf. also the references in [3]. 


If the integrand in (2.2) is of the form /(w, e’"), we may set 
(2.3) Cane 


and transform the integral in (2.2) into a contour integral. For this purpose 
it is convenient to introduce the variables 


(2.4) Xai, 2=EEt+ty), ” Ze=—F—7y). 
Then 
(2.5) w= X4Z64-2*07, 
Since 
a é ;? then Oban 6 
OZ Oz ay’ aZz* (+; ae 


equation (1.1) takes the form 


(2.6) Hyy—HAzz=0 
where H(X, Z, Z*) = (x, y, z). Using (2.3) we may write (2.2) in the form 
eee ee 
(2.7) H(X,Z,2*)= 5 [ f(u,t)ordl, 
1=1 


the integration being taken counter-clockwise around the unit circle in the ¢-plane. 
The function 


f(u, e") = f(u,¢) 


in (2.2) and (2.7), respectively, will be called an associated function of the cor- 
responding harmonic function (x, y, 2) =H(X, Z, Z*). By choosing different 
classes of analytic functions / we shall obtain different classes of harmonic 
functions in a systematic manner. 


3. Regular harmonic functions. Null associated functions 
We first assume that /(w,¢) in (2.7) is regular at the origin (x, y, z) = (0, 0,0). Let 


(3.1) fut) DY epg PC 


m=0 n=—co 
Then the corresponding harmonic function is regular at the origin. 
The correspondence between the associated functions (3.1) and the harmonic 
functions H is not one-to-one, but a one-to-one correspondence may be constructed 
as follows. If 


(3.2) f(w,¢) = uc”, 


* Cf. the references at the end of this paper. 
Arch. Rational Mech. Anal., Vol. 4 23 
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the corresponding functions 


* pee m rn —1 
(3.3) Hyy(XZ, 29) = sh, f wmgrrdt 
[¢]=1 
are essentially spherical harmonics; cf. BERGMAN [2]. In particular 


(3.4) Hun =0 (m=0,1,..., integral, and |n| >). 


Therefore the functions (3.2) where m=0,1,..., integral, and |n|>m, are 
called null associated functions. By omitting the corresponding terms in (3.1) 
we obtain 

foe) mM 
(3.5) f(u,0)= 2) Dis Cun 0 O". 

m=0 n=—m 
This function is called the normalized associated function of H; cf. BERGMAN [2]. 
The correspondence between the normalized associated functions and the harmonic 
functions 1s one-to-one. 


4. The regular harmonic functions H,, » 
We first consider some properties of the regular harmonic functions 


(4.1) Hyy(X,Z,2*) =>" f umer-adt (|| <m). 
\¢|=1 
By integration we find 
[4 (m+n)] . 
COMI RO CYL i eon ( Ht || ag Beant eee (|| <m) 
mn ) 5) fa 2p—n p a * 
p2 


This representation may be written in the form 


' ROSIE GELS 
(4.2’) Fyn (X,Z,2*) =m! > al et (\m| Sm). 


The functions H,,,, constitute a base of the harmonic functions which are 
regular at the origin. 


Theorem 1. Every harmonic function H(X,Z,Z*) regular at the origin can be 
represented in the form 


(4.3) H(X,Z,Z*) = vis ya Onn time eee ye 
m=0 n=—m 
Proof. Let 
(4.4) H(XZ,2*) = Yoh XO LZ". 
a, b,c=0 


By inserting this representation into (2.6) we obtain the recurrence formulae 
(4.5) (% + 2) (% + 1) Reta, aw = (A+ 1) (H+) By aoa a - 


In (4.4) there are 2 (m-+-1) (m-+2) terms of degree m. Between these terms there 
exist 3(—1)m independent relations (4.5). Consequently, 2m-+14 coefficients 
of these terms are arbitrary. On the other hand there are precisely 2m+1 
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functions H,,,(X,Z,Z*) of degree m; these functions are independent. This 
completes the proof. 

From (4.2) we obtain the following properties of the functions H,,,,(X, Z, Z*). 


(a) For all m,n for which m—n is odd (even), H,,,, is an odd (even) function 
of X. 


ral 


(4.6) H, _,(X,Z,245, =H, (X,Z*,Z). 


pee | 


tp == BO basa 


(d) For n=0 the functions are of the form 


so HOS: Z,2*) = Gy, (X,22*) = 8, (%, y? 5 2) : 


(e) If H,,,= 0, then it possesses precisely m surfaces of zeros which are planes 
through the x-axis or cones of revolution with the x-axis as axis of rotation. If 
n ==0 and H,,,, == 0, then H,,,,, has planes of zeros of the form z=ky where k depends 
on m and n. If n==0, m—n ts even, and H,,,,== 0 then H,,,, is zero on the plane 
z=0. If m—n 1s odd, then x=0 is a plane of zeros of H,,,,. If n=O, then all the 
surfaces of zeros are cones of revolution with the x-axis as axis of rotation (including 
the plane x=0 as a degenerate cone). Fig. 1 shows Hy). The boldly drawn surfaces 
are surfaces of zeros. On the dotted surfaces, H;,=-—1, and on the others, 
leprae 

Relation (4.7) yields a simple way for calculating the functions H,,,,, as follows. 
Let m be fixed. Develop the right-hand side of (4.7) in powers of X, Z, Z*. 
Arrange the terms of this development in the form of a triangular matrix J,, 
of m+ 1 rows and columns such that the term involving the power Z* Z*° is the 
element in the (a+1)™ row and (b+1)" column. Then any element belongs to 


a function H,,,, whose value of 1 is the corresponding element in the matrix 


0 1 m 
== 4 O m— 1 
(4.8) UA A | = = eee bee 
—m —m+1 O 


For example, from 
X3 SOS Aa 3X 2% 2 Z%*3 
RAL eIOXLL* i078 = a 0 
RAL a7 * 0 0) 
EE 0 6) 6) 


T, = 


and M, we find 


Hz -3=2°, Hz 2 =3X Z?, Hz .4=3X?Z+32°2*, etc. 


2B 
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5. Harmonic functions singular on a given circle 
We now consider harmonic functions which possess singularities. We first 
determine a class of associated functions /(w,¢) for which the corresponding 
harmonic functions H(X, Z, Z*) [cf. (2.7)] are singular on given circles in x y2- 
space. For this purpose it will be sufficient to consider harmonic functions of 
the form 


5 d 
(5.1) H(K, 2,24) => ih ee 


\¢]=1 


where ~(u,¢) is a polynomical of u and ¢ with complex coefficients. p(w, ¢) is 
assumed to have simple zeros for all values of x, y, z within some region R in 
space. By applying the residue theorem to (5.1), we obtain an explicit represen- 
tation of H(X, Z,Z*). The location of the zeros of # depends on x, y, 2. For 
certain values of x, y, z the zeros lie on the path of integration. This happens 
on certain ruled surfaces. These surfaces divide the (in general multiply-covered) 
real x yz-space into a number of regions in each of which H(X, Z, Z*) is represented 
by a different expression; for details see BERGMAN [12]. We may continue each 
of these different functions to the entire space and consider their singularities. 

Given any circle K in x yz-space, our result will be that it suffices to choose 
a polynomial # of second degree in € in order that the corresponding harmonic 
function (5.1) be singular on K. 


Theorem 2. 
I. If im (5.1), p(w, C) ts a polynomial of the form 
(5.2) p=at+(c+ujC +r? 


whose coefficients are complex numbers 
(53) Rae ey eer oe) Wareaw es 


and whose discriminant 1s not identically zero, then the two branches of the correspond- 
ing harmonic function (5.1) are singular on a circle. This circle degenerates to a 
point 1f and only tf c ts real. 


II. Given any circle, the coefficients in (5.2) can be chosen so that this circle 
1s a curve of singularities of the harmonic function (5.1). 


Proof. From (5.2) it follows that 
p=(kR4+2Z)0+(c+xX)6C+a4+Z*. 
Let D(x, ¥,2z) be the corresponding discriminant. By means of the residue 
theorem it follows that the singularities of H are the solutions of D=o. 
This yields 
(e+ MP + (V+B4AP+ @— a tHe (a +x)+ (B— A+ 08, 
0x — (a+) y+ (A—p)z=2(Bx+ad) —yo. 


(5.4) 


From this the statement I follows. If 6=0, the functions are singular at 


(5.5) MZALVE WER DN pies 1 Dh 
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To prove the last statement we introduce the vectors x=(x, y, 2) 


’ 


a=(—y,—B—A,«—x), and b=(6,—-a—x,A— 8). 
Then (5.4) may be written in the form 
(5.6) (a) (ea)? =02 | (b)-b-a—a-b. 


Let Kk be the given circle, 7 its radius, ¢ the position vector of its center, and 
n a unit normal vector of the plane of the circle. Then from the form of a and b 
it follows that we may choose the six constants «, B, y, 6,, and A such that 
a=c, and b=rn. Then (5.6) assumes the form 


Oa Da Na = C7 OL Se = On 


and represents K because € - n is the directed distance of the plane of the circle 
from the origin. If a point (degenerate circle) is given, the consideration is similar. 


6. Another class of harmonic functions singular on circles 


Beside the class of functions considered in the preceding section there are 
other harmonic functions which are singular on circles and whose associated 
functions are simple analytic functions. To demonstrate this let us consider 
functions of the type 


(6.1) EAM Ree Aree ee [ @—ammerrae, 
Ig] =1 
where m=1, 2,..., and m is any integer; 
R= 220) 


is an arbitrary complex or real number. 

Some of these functions have been considered by BERGMAN [2], and we shall 
generalize his results. Obviously for m=1 and = — 1 these functions are special 
cases of the harmonic functions considered in the previous section. It is remarkable 
that also for other integral m (>1) and ” the singularities of the functions (6.1) 
are similar to those characterized in Theorem 2. However we shall see that 
now only certain circles of singularities may occur. 


We may write (6.1) in the form 


eee (ota) yidG 
where pe 
(6.2) ji = ZG as C;) (C as Cee 
and 


(6.3) &=(2Z)7(R—f), S=—(2Z)4(R+), [R=+)P+y+2 p=x—h] 
are the solutions of the equation 


(6.4) Cle Pte Li Zhe Oe 
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The integrand F, considered as a function of ¢, has poles at €, and ¢,. The residue 
Gir akecy 1s 


1 —m iat m+n—l/e —m 
6 5) Ae = Res F(¢) = (m—1) (2 dem-1 [¢ Ss (¢ Ce) deat, 
m is m+A—1 Th ga = —m—A 
aa Ca! me nH 2 )( m—h—1 jai (4 2) . 
From (6.3) we have 
(6.6) (,—6,.=R/Z. 
Thus 
, m —m fe} m+A—1 n—)—1 Wi oy wv 
(She iA ges (eal) ea <2 fis onda ke Sas 


Similarly the residue of F at ¢, is 
m—1 4 
a LON TT pn m+A—1\ (—nN—A-1)\ pntaye pe y—m—A 
Bn = Res F(t) =(—1)"*7Z of siabl eae a Meters 
ee ge oy am ee a | 
SP eat E Meet os eins Ete 


A m—h 
A=0 


If »>—~m, the poles at ¢, and ¢, are the only singularities of F. If nx —™m, 
then F has another pole at €=0. The corresponding residue is 
1 me 


(—m—n)! at—m—n [C=G)>* CAE) 
ZG CES [ce ae ea ee 


feck d m—n—h 
For x= Rek=x we have |¢,|=1 and |¢,|=41 (cf. (6.3)); that is, for this value 
of x the poles of F at ¢, and ¢, lie on the path of integration. For x> x the zero 
¢, lies inside the unit circle in the ¢-plane while ¢, lies outside. For x<x the 
situation is reversed. Hence the plane x=~x divides the real x yz-space into two 
regions in which H_,,,, is represented by two different analytic expressions. 
From the residue theorem it follows that for »>—m, 


(6.9) H = bea (x = Re k) 


Ciunr= Res F(¢) = 


(6.8) 


(n>—m), 
Bean (x < Re k) 


and for n< —m, 
C k 
(6.10) —m,n — ee a mn (x = Re ) 


(nS—m). 
By, n a Ce n (x SS Re k) 


From (6.1), (6.2), and the residue theorem it follows that —m,n (m> 0) 
is singular for ¢,=,, that is, for R=O or 


(6.11) *=Rek=x, y?+2?=(Imk)?= 22. 


For real k this is the point P: (x, y,z)=(k, 0,0). For genuinely complex k 
this is the circle in the plane xx with center at P and radius |A|. 

We may continue the functions on the right-hand sides of (6.9) and (6.10) 
to the entire space and investigate their singularities. From the preceding con- 
sideration it follows that these four functions are singular on the set represented 
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by (6.11). From (6.5), (6.7), and (6.8) it follows that they are regular otherwise, 
except possibly for points on the x-axis (y=z=0, i.e. Z=0). If one of the func- 
tions is singular at such a point, the singularity comes from the powers of ¢, 
¢,, and Z, and it follows from the form of these quantities that the singularity 
will not be an essential singularity. To investigate the behavior of those functions 
at such a point we may therefore approach that point in a convenient way, 
say along a line x=const. in the x z-plane. 

We start the discussion by considering the behavior of ¢, and ¢, at points 
of the x-axis. Setting x —k=f, as before, and letting y=0, we obtain from (6.3) 


= 2 [+ +t p]=1[5 (8) gyre) 
(6.12) = ; 
yp 2 = eae ater 
7 p (4 (p?) Ne + (p2)3 8 a: p)! | )|; 
and a similar representation for €,. Thus 
Zz Ma . 
te eee spe (XE Z,) 
L= 
Seer (q=—?, XE4,) 
q 
(6.13) - pe 
(oye Ale are SD 
ae , a mn 
| Bret ttgaat one BADE KPa ee) 


where X= (x, y, 2) and the regions #, and &, are defined by 
Bu Rep 304) Aa: Rep <6, (b=x—hk). 


From (6.5’) and (6.13a) it follows that A,,,, (720) is regular in the region &,. 
We denote the portions of the x-axis in #, and &, by % and .%, respec- 
tively. 
For negative n> —m, 


(6.14) Cioran (A= 0; 1,45. 320 A): 


Consequently, (6.5’) starts with the term for which A= —n. In this term, (¢,Z)~" 
(X€&%) has a zero of order — 2m (>0), as follows from (6.13a), and the further 
terms, if present, involve higher powers of ¢,Z, having zeros of orders greater 
than —2mn. These zeros compensate the pole of order —n (>0) caused by the 
factor CY in (6.5’). Hence A,,,, (> —m) is regular in the region &,. 

For n<—~m the binomial coefficient in (6.14) does not vanish, and (6.5’) 
starts with the term corresponding to A=0. Hence 4,,,, (~<—m) is singular 
on & and regular in 2, — G. 

From (6.5’) and (6.13 a) it follows that 4,,,, (~<0) is regular in the region &,. 

From (6.6) we obtain 


(Z6 RY = (14+ ZEqIR)' = > (?) (ZIRY’, 


v=0 
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and (6.5’) assumes the form 
ee 


645) Age (— am RMEES SS (MEN (AY (2) ze 
A=0 v=0 < 
The coefficient of the power (Z¢,/R)” in this double sum is 
‘ eS h— Atal deen A 
(6.16) Kune 2 ("; bese ie 1 (Fa 


By using the binomial theorem we obtain 


(+ay? (1+a(t+d))'= > (Zl) a" (5) (a(t+d))" 


7=0 yu=0 
“EEE 


(summations over all terms that are not zero). On the other hand, 


(1-+-a)? (1+a(1+0))? = (1+4)? (1+) + ab)! 
= (1-2) aly \( (44-4)! eo)" = D2) at ayete ao 


v=0 y=0 


PA arin caas 


v 
2, 2 


By comparing the coefficients of a’ b” in both expressions we find 


war ECP NI-P H5)(0). 


We put =m —1, g=—m, and +=m —1, finding 


TEN Ge Gram 


or 


From this and (6.16), 
ie = (= (Nie lng Lees 


yp 
and therefore 


Tony Oy Vi Or Ae (= "4 iD ena a 


Hence for positive 2 <m the smallest power of Z¢,/R occurring in (6.15) is (Z£,/R)”. 
From (6.13b) it follows that this function has a zero of order 2” at any point 
of %,, and the further terms in (6.15) have zeros of orders greater than 2n. 
These zeros compensate the pole of m‘ order caused by the factor ¢” (n> 0) 
in (6.15). Hence A,,,, (w<m) is regular in the region #,. 

For 2=m, 


Knno=(— 1)" (71) £0, 
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and the term corresponding to y=0 in (6.15) is not zero. Hence A 
is singular on .% and regular in Z, — %. 

B,,, 1s obtained from A,,,, by replacing ¢, by €, and conversely. From (6.13) 
we see that ¢, (XC.%H) behaves like ¢, (KE .%), and ¢, (XC.%) behaves like ¢, 
(X¢€.A). Hence, with respect to singularities, B,,,, (X€ #,) behaves like A,,,, 
(X¢A,), and B,,,, (X€&,) behaves like A,,,, (XC&). 

We consider C,,,,, (1 —m) in &,. The first term of the sum in (6.8) is regular, 
and from (6.13) it follows that the term involving (¢,/¢,)* (K€) has a pole 
of order 2A, where A=1,2,..., —m—n. The coefficients are not zero, and since 
these poles have different orders, they cannot cancel out. The highest order 
is —2(m-+n). Since the factor Z~"C; "C$ (XE€&%) in (6.8) has a pole of order 
2m-+n (n> — 2m) or a zero of order —n — 2m (n< — 2m) the term corresponding 
to A= —m—n, together with the factor in front of the sum in (6.8) has a pole 
of order 


(n=m) 


mn 


2m —2n+2m+n=—n(>0) (nS—m). 


Hence C,,,, (1S —m) is singular on &% and regular in Z,— %. 

At any point of % the factor Z~”C,” C3 in (6.8) has a pole of order —n(>0), 
and ¢,/¢, has a zero of second order (cf. (6.13)). The term corresponding to A=0 
in the sum in (6.8) is 


itp a Oe a0 (ns—m, m=1). 


O aI, 

Hence C,,,, (7< —m) is singular on .% and regular in #, — GH. 

We consider A,,,+C,,, (w<—m) (cf. (6.10)) in Z,. The sum of the terms 
in (6.5’) corresponding to A=O and in (6.8) corresponding to A= —m—n is 

m —m rn {—n—1 ea 1 
Sp (—synrR meal ON Zama | | \Cala) 
—n—i1 n m —m —m 
a ( ae jet (Saye Rom + (253) 2) 
From (6.3), 
Ai ome aan\ esis Pie 


and therefore 
Si at (= Ay (Be eae: a De ((R as Di 1) f 


Since m>0, the expression in brackets is not zero, and it follows from (6.13) 
that S, has a pole of order —m (>0) at any point of 4. The other terms in 
AjntCmny Cannot cancel this pole because they have poles of orders different 
from —~n (or zeros) on %. Hence A,,,+C,,, (w<—m) is singular on % and 
regular in Z, — %. 

Since A,,,, (7 — m) is regular in the region &, while C,,,,, (7 S —m) is singular 
on %,, the function A,,,,+C,,, (”< —m) is singular on <% and regular in ZA, — %H,. 

Since B,,,, (#< —m) is regular in the region #, while C,,,,, (7S — m) is singular 
on %, the function B,,, +C,,, (~< —m) is singular on and regular in Z,— %. 


The sum of the two terms in (6.7) and (6.8) corresponding to A=0 is 


Spee A aaah eee 


— Wi 
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Use of (6.3) puts this into the form 
Sa=—(jp, aR (RA) ((R—P)"— RB"). 


Since m>0, the expression in brackets is not zero, and from (6.13) it follows 
that S, has a pole of order —n (>0) at any point of 4. The other terms of 
Bint Cmn cannot cancel this pole because these terms have poles of orders 
different from —™m (or zeros) on 4. Hence B,,,+C,,, (w<—m) is singular 
on &% and regular in 2, — %. 


We may sum up our result as follows. 


Theorem 3. The harmonic function H_,, ,(X,2,Z*;k), m>0, m and n 
integral (cf. (6.1)) is discontinuous on the plane x=Rek. Let 


i _ {H®,, n(X,Z,Z*; k) in the region B,: x > Rek 
eS H®), ,(X,Z,Z*;k) in the region #,: ~+<Rek. 


Then for n>—m the functions on the right are given by (6.9), and for n<—m 
they are given by (6.10) (cf. (6.5) —(6.8)). For genuinely complex k these functions are 


singular on the cwcle yee. y»_ Reh y? + 22 — (Im)? 


and for real k they are singular at the point (x, y,z)=(k, 0,0). Furthermore, 
H®,,, and H™),, ,, when continued to the entire real space, behave as follows. 


I. For n=m, H"),,, is singular on the portion b,: x <Rek of the x-axis 
and regular in By (Ry — %H) while H®,, ,, is singular on the portion A: x>Rek 
of the x-axis and regular in (#, — BL) By. 

II. For —m<n<m the two functions are regulary in By Ay,. 


III. For n—m the functions are singular on the x-axis and regular in the 
remaining part of ByrBy. 


7. Harmonic functions having more general algebraic curves of singularities 

We shall now see that relatively simple associated functions may correspond 
to harmonic functions which have interesting algebraic curves of singularities. 
For this purpose let us consider harmonic functions of the form 


(7.1) HAG, 2 een eres 
Wea 

where p(w,¢) is a polynomial in ¢ which is assumed to have simple zeros for 
all values of x, y, 2 within some region in space. The integral (7.1) can be evaluated 
by means of the residue theorem. Since the zeros of p(w, €) depend on (X, Z, Z*), 
the real three-dimensional xyz-space can be subdivided into finitely many 
regions in each of which H(X, Z, Z*) is given by a unique analytic expression, 
and to different regions there correspond different expressions for H1 (X39 ZZE): 
We continue each of the functions thus obtained to the entire space. Their 
singularities are obtained by equating the discriminant of the polynomial pf to zero. 

Lemma 4. I. I/ p is of n'® degree in 6, the maximum degree v of the curves of 
singularities of (7.1) satisfies 
(752) ¥S2(n—1) [dn]. 
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II. If p(u,¢) ts a polynomial in ut as well as in € with real coefficients, then 
some of the curves of singularities of (7.1) are plane and lie in the planes y=O 
and z=0. 

Proof. The first statement follows from the general form of the discriminant 
of p(u,¢). The last statement is obtained by observing the special form of the 
variable 4; cf. (2.1). 

Let us consider some typical cases of polynomials # of third degree in ¢. 

Example 1. The function mH 


VD Ea hr 


corresponds to a harmonic 
function (7.1) which is sin- 
gular on two straight lines, 
namely, on the x- and z- 
axes. 

Example 2. In the case 
of the function 


(7.4) pH(ute?ye 


the harmonic function (7.1) has two curves of singularities; these curves are 
plane curves of fourth degree. One of them lies in the xz-plane and can be re- 
presented in the form 


(75) zt (x* — 18% — 27) 22 — 16x27 =0; 


the other lies in the x y-plane and can be represented in the form 


(7.6) h(x, y) = y* + (4? + 18% — 27) y?+ 16x23 =0. 


These curves are obtained by equating the discriminant of (7.4) to zero. Ob- 
viously the two curves are congruent. Let us consider (7.6). This curve is sym- 
metric with respect to the x-axis. From the equations 


h(x, ¥)=0, h,(%, y) =0, h, (x,y) =0 


we find that the curve has a double point at the origin. Furthermore we see 
that the tangents of the curve at that point coincide, which means that this 
point is a cusp. Indeed, by using Newton’s diagram we find that in a neighbor- 
hood of the origin the curve can be approximated by the semicubical parabola 


y= OF %. 
Furthermore at the points (1, 2) and (1, — 2), 
hy (x, ¥) =0, h,(%,¥) +0, 


which means that at these points the curve is parallel to the y-axis and thus 
has a bitangent at these points. The curve lies in the region x<1. Similarly 
the curve (7.5) lies in the region x= —1 of the xz-plane and has a cusp at «=O, 
z=0. Fig. 2 shows the geometric shape of the two curves. 
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Different functions p(u,¢) may correspond to harmonic functions (7.1) which 
have the same curves of singularities. This may happen if the corresponding 
discriminants are obtained from each other by replacing Z by Z* and conversely. 


Example 3. The function (7.1) corresponding to 
a7) p=1+ ul? 


has the same curves of singularities as that corresponding to (7.3). 
Other simple polynomials p(u,¢) of third degree in € may lead to harmonic 
functions which are singular on twisted algebraic curves. 


Example 4. In the case of the function 
(7.8) p=itul+ue+e 


the corresponding harmonic function (7.1) is singular on the line y=0, z= —2, 
on the curves 


%=3 and (+ 1)(%+3)?+2(* — 3)=0 
in the ~z-plane, and on the twisted curve 
(% = 3) [AP Se 5)A a — Bp ay | yy" ae) — 0, 
Ae eae — er Se (kom ON 


8. Singularities of harmonic functions in terms 
of the coefficients of series developments 
We shall now discuss another approach to the problem of determining the 
nature and location of singularities of harmonic functions. We consider a harmonic 
function H(X,Z,Z*) which is regular at the origin. By Theorem1 we may 
represent it in the form 
(8.1) TUX, 252 \e De 


m=0 n=—m 


1 ON. Ge aeA GN. 


mn mn ( 


Various properties of H can be characterized in terms of the coefficients c,,, 
in (8.1); this is a natural generalization of a similar method in the theory of 
analytic functions. We shall explain the procedure by deriving a result of that 
type. Other results have been obtained by BERGMAN [4]; cf. also PEPPER [5]. 
We mention that the method can be extended to other representations of harmonic 
functions and to solutions of other partial differential equations; for details see 
BERGMAN [3]; cf. also KREYSzIG [6]. 


We may write (8.4) in the form 
(8.2) HX, 2, 2" aA, (X72, 27) 
where 
A oy ~ m -n—1 = a 
Va > enn fm Prot i aes Ome eae 
ieee (523! 


and ¢,,,—=0 when |n|>m. Using the auxiliary functions 


co 
a, (2) a Xen n u” 
m= 


Harmonic Functions of Three Variables 365 


of the complex variable u, we have 


1 x 
(8.3) A,(X,2,24) = 54 fa, (ue 1d. 
2760 
: F \¢|=1 
Consider the determinants 
Cnn Cn+1,n DOK Cn+qt 1,n 
Or i Cc ate eee 

(8.4) D®, = m+1,n m+2,n m+qt2&n ; m=0,1,2,... 

Cn+qtl,n Cm hap ee ACES C+ 2q+2,n 


for fixed ». Suppose that for some natural number g only finitely many of these 
determinants are different from zero. Then a,,(u) is a rational function of u 
whose denominator is of degree not exceeding q; that is, a,(w) is of the form 


a, (u) = b, (u)/c, (u) 
where 0, and c, are polynomials in u; cf. BoREL [7]. We thus have 
(8.5) cnt a, (u) = B,C, £)/C,, (¢, #) 


where #=(x, y, z), and B, and C, are polynomials in ¢, whose coefficients are 
polynomials in x, y,z. From this and the residue theorem it follows that the 
harmonic function 4, (X,Z,Z*) has at most finitely many algebraic curves of 
singularities. 

Let m) be any fixed positive number and consider the harmonic function 


(8.6) H,(X,Z,2*)= ¥ 4,(X,Z,2*)= [ | 3 Ore, wae 
|n|>no m=0 | |n|>ny 
[¢]=1 


On the path of integration, 


(8.7) SS cbc 


|n| > 


a os ee Cm n 


|n| > 


Suppose that for some positive k and all m greater than some positive number m9, 


(8.8) ys lCmn| < ae 


In| >n9 
Then it follows from (8.7) and a well known criterion on analytic functions that 
the integrand in (8.6) is an entire function of wu; cf. BIEBERBACH [8], vol. 2, 
p. 230. Hence H,,(X, Z, Z*) does not have singularities. 

We have obtained the following result. 

Theorem 5. Let H(X,Z,Z*) be any harmonic function regular at the origin. 
Suppose that there exist positive numbers my and ny such that the coefficients c,,, 
in the representation (8.1) of H(X,Z, Z*) satisfy the following conditions : 

1. For each n, (|n|<m) and some natural number qg=q(n) at most finitely 
many of the determinants (8.4) are different from zero. 

2. Relation (8.8) holds for all m>my and some positive number k. 

Then H(X,Z,Z*) has at most finitely many algebraic curves of singularities 
and is regular otherwise. 
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9. Another integral representation of harmonic functions 


Singularities of certain classes of harmonic functions can be determined by 
representing these functions in terms of known higher transcendental functions. 
If the latter satisfy an ordinary linear differential equation, then the theory of 
these equations in the complex domain may be used in this connection. In § 10 
we shall derive a representation of certain harmonic functions in terms of hyper- 
geometric functions. This representation will follow from (9.3), below. 


The harmonic functions to be considered are of the form 


20 


(9.1) Pmn(% y,zik) =. [ [E+4(ycost + zsind)me™ at 
where : 
(9.2) bu el A bie a A. 


Here will be restricted to integral values, as before, but m may be any real 
number. For positive m the function (9.1) will be regular while for negative m 
it will be singular on certain curves. (Here, we exclude the trivial cases when 
Pmn= 05 Cf. § 3.) 

We first transform the representation (9.1) in a way that will be useful for 
further purposes. 


Lemma 6. For integral n and arbitrary m, 


mu 


py _ (t7)'"!m (m—1)...(m—|n|+1) in . m—|n| oi 2|n 
(9.3) Pmn(%)V25R) Sea ) gine [E+ircost]™—'" sin? ede, 


0 


where & 1s defined by (9.2), 
(9.4) y= y2 ge) = arctan ‘ 
ee for n=0 the expression m(m—\‘) ...(m—|n|+4) in (9.3) is to be replaced 
Sok: 
Proof. Introducing y and 6 according to (9.4), we obtain from (9.1) 


2a 
Pmn(% Y,&; k) = [lé+ér cos (t — 6) |” PRS Ni 
0 


For integral » the integrand is periodic of period 22, and we may integrate 
from —z+6 to 2z+0. Setting t— d=T we obtain 


Vans y,2; k) - 


gind 
ry [E+ ércost]me™tde 
—% 


(9.5) Pinn (os 0 22) =< ip [E+ ircost]!™cosntdt. 
0 
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Suppose that ” is a natural number. We set 
F—€&-+ 47cost. 


Then dF/dt=—irsint. By integrating (9.5) » times by parts we find 


ind 
Pane as ee be) g {fa sinnt 
% n 


Rae 11m “pm sant sincath 
0 


_ tym ie cos (” sae _ see) ay 
n n 
sin(m—1)t Satay sinédt 


= (17)? m m(m m—1) end m—2 ( 
cs 2m fF (n—1)n n(n-+1) 


__ (tr)? m(m—1)...(m—n+1) ene f m—n|(W—1 sin t n—1 sin 3¢ 
sae 2-17, ( 0) ee a 1 ie Cares 
6 
ety py! sin (2u—1)¢ : 
33 tep wae -acnan an nt 

= Lele mA) BEND pint fe int 

C28 227 1)a : 
which proves (9.3) for n=1, 2,.... For negative integral m the integral in (9.5) 


remains the same and may be integrated by parts as before. This completes 
the proof. 


10. Representation of harmonic functions in terms of hypergeometric functions 


Using the representation in Lemma 6, we shall now represent the harmonic 
functions (9.1) in terms of hypergeometric functions. 


Lemma 7. For integral n and arbitrary m, 
(10.1) Pan (% 9 254) = Con (952) F (In —m, [nlm 1. In| +45 55°) (x= Reh) 
where 


(10.1’) Cone, y, z) = m(m—1)...(m—|nl+1) (ir)inl one Rete, 


221" In|! 


R=&+472=(x—k)24+ y?+ 2, 6 = arctan 


In particular, 


(10.2) Pmo(¥, ¥, 43 8) = R"F(— m,m+ 1,1; ats (4 2 Rek)- 


Proof. We consider the integral in (9.3). Setting 


. t 
v=sin’—, 
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we obtain 
fe + ircost]"— sin? tdt 
(10.2’) : 1 
= lnl(é ary f 1 = Fie iis (v —v2)l"I—-F dv. 
Using Euler’s integral formula ; 
F(a,b,c; 2) = FRM fe (1—v)**-1 (1 v2)-*dv_ (Rec>Reb>0) 


[cf. ERDELYI, MAGNUS, OBERHETTINGER, & Tricomi [9], p. 59, (10)], we obtain 
from (9.3) and (10.2) 


. 1 Rh27 
(10.3) Pun (%, 95252) = Kuen (¥, 95254) F (In| —m, inl +, 2ln| + 15 = 
where 
_ m(m—1)...(m—|n|+1) 
221M |p|! 


K 


ra 


x,y, 2; R) (irl (E+ ir) ml eine 

and f(a, b, c; z) is the hypergeometric function. It is well known that the general 
theory of Riemann’s P-equation is the source of various quadratic transfor- 
mations of the hypergeometric function; cf. GoursatT[l0] and Poo te {1/]. 
For simplifying the argument of the hypergeometric function in (10.3) we apply 
the transformation 


F(a, , 20; 2) =(1- 4) “F(E, £44,045; (54), 
[cf. [9], p. 114, (4)], finding 


, : 5 = n|—m-+-1 é 
(10.4) Onn (%, 925 8) = Lyn (925) F(ME™ ISO ET in 44; — 2). 


Now from 


F(a,a+<-,b; 22 2) (4 =) 


—2a 


F(2a,2a—b+14,6; _ ), 


[cf. [9], p. 114, (6)] it follows that 


F rR aces il Be 1 tz)" kn _1—)1—2 
(2,a+ 5, ¢32) (S+511 z F(2a, 2a ee Pee 


By applying to the hypergeometric function on the right the Kummer formula 


F(a, b,¢; 2) = (1—2)~* F(a, c—8, ¢; 2 ), 


a1 


Lef. [9], p. 105, (3)], we obtain 


F(a,a+ 7 ca) = (1 —2)"*F (2a, 20 —2a—1, ¢; nat), 
PR ai 


From this and (10.4) the representation (10.1) follows. 


We note that the special case (10.2) of (10.1) has been obtained previously 
by BERGMAN [2]. 
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11. Generalization of the results to other elliptic equations 


Results about harmonic functions are also of interest as a basis for investi- 
gating solutions of other elliptic partial differential equations in three variables. 


For example, consider the equation 
ded) Ayp+F(r)y=0 


where /’(7?) is an entire function of the variable 


(11.2) 7? = 24 y? + 22 = X2— 47 Z*. 


S. BERGMAN* has shown that there exist operators transforming harmonic 
functions of three variables into solutions of the equation (11.1). In fact, let 
H(V) be any harmonic function regular at the origin; here 


VAG. Va B i alex 2, Zo) 


Then there exists a function G(7?, t?) such that 
1 
(ac) yp(V) = B(A(V)) = A(V) + f G(r, 7?) A(x?V) dt 
0 


is a solution of (11.1). The function G is called the generating function of the 
operator B. It depends on F in (11.1) but is independent of the particular choice 
of H, and can be chosen so that 


(11.4) G(0, 2) =0. 


Every solution of (41.1) which is regular at the origin can be obtained by means 
of the operator B. 
From (11.2)—(41.4) it follows that 


(14.5) H (2(Z2Z*}}, Z,Z*) =y(2[ZZ*}, Z, Z*), 


that is, in the characteristic space 7?7=0 the solution wy of (11.1) and the cor- 
responding harmonic function H are identical. For example, to the set of har- 
monic functions H,,,,(V) considered in § 4 there corresponds a set of solutions 
Wmn Of (41.1) obtained by means of (11.3). By (11.5), 


A (2[Z2*]}2, Z, Z*) = Ying (212244, Z, Z*) ; 


mn 


consequently, the results obtained for these harmonic functions are automatically 
valid for the solutions y,,,, of (11.1). Similarly, results about coefficient problems 
for harmonic functions may be used in connection with the study of the location 
and nature of singularities of the solutions y(V). We shall consider these problems 
on another occasion. 

This work was supported by the United States Air Force through the Office of 
Scientific Research and Development Command. Contract No. AF 49(638)-362, 
IPAHO) |, INAES Cote 


* Cf.in particular the formulae (4.4), p. 500, and (4.8), p. 501 in [12]. 
Arch. Rational Mech. Anal., Vol. 4 24 


370 


J] 


Erwin Kreyszic: Harmonic Functions of Three Variables 


References 


WuittAkeER, E. T.: On the partial differential equations of mathematical physics. 
Math. Annalen 57, 303—356 (1903). 

BERGMAN, S.: Zur Theorie der ein- und mehrwertigen harmonischen Funktionen 
des dreidimensionalen Raumes. Math. Z. 24, 641—669 (1925). 

BERGMAN, S.: Integral Operators in the Theory of Linear Partial Differential 
Equations. Ergebnisse der Math. und ihrer Grenzgebiete. Berlin: in press. 

BERGMAN, S.: Properties of solutions of certain differential equations in three 
variables. J. Math. Mech. 7, 87—102 (1958). 


[5] Pepper, P. M.: The algebraic character of a class of harmonic functions in three 


variables. Proc. Amer. Math. Soc. 1, 90—98 (1950). 
KREysziGc, E.: On singularities of solutions of partial differential equations in 
three variables. Arch. Rat. Mech. Analysis 2, 151—159 (1958). 


[7] Bore , E.: Sur une application d’un théoreme de M. Hadamard. Darboux Bull. 


(2) 18, 22—25 (1894). 


|] Bresersacn, L.: Lehrbuch der Funktionentheorie. Leipzig 1931. 
] Ervéty1, A., W. Macnus, F. OBERHETTINGER & F. G. TRicomi: Higher Trans- 


cendental Functions, vol. I. New York 1953. 


] Goursat, E.: Sur l’équation différentielle linéaire, qui admet pour intégrale la 


série hypergéometrique. Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. (2) 10, 3—142 (1881). 


] Poorsg, E. G. C.: Introduction to the Theory of Linear Differential Equations. 


Oxford 1936. 
BERGMAN, S.: On solutions with algebraic character of linear partial differential 
equations. Trans. Amer. Math. Soc. 68, 461—507 (1950). 


The Ohio State University 
Columbus, Ohio 


(Received October 26, 1959) 


Simultaneous Channels 


J. WOLFOWITZ 


Communicated by M. Kac 


1. Simultaneous discrete channels without memory 


We begin! with a description of a single discrete channel and assume that 
the transmitted and received alphabets consist of the two elements 0 and 1. 
(All these terms will be precisely defined shortly.) Extension of our results to 
the case where the alphabets contain any finite number of symbols is trivial, 
so that there is no essential loss of generality. The channel probability function 
(c.p.f.) w(¢|7), 7,7 =0, 1, is a non-negative function such that 


w(0|7) + w(1|7) =1 = 0,4. 
A word of length » or an m-sequence is a sequence of 1 zeros and ones. Let u 
be any such word which may be “sent”’ or “‘transmitted’”’ over the channel. 


The “received” sequence 0 =(Y,,..., Y,,) is a sequence of chance variables which, 
when the sequence u =(%,,..., %,,) is sent, have respective distributions given by? 


(1.1) PAN) 06; Va fit W530 |) LA See ee O rt 
A code of length N and probability of error <A is a set 
(1.2) { (ty, Ag) 252, ty, Ay)} 


where each wu; is an m-sequence, each A, is a set of m-sequences, the A; are disjoint. 
and 
(1.3) PWeA|uUte1—A t=1..,N. 


The practical application of this is as follows: When one wishes to transmit 
the 7° word of a dictionary which contains N words, one sends the sequence ,. 
Whenever the receiver receives a sequence which is in 4; he always concludes 
that the 7 word has been sent. When the receiver receives a sequence not in 
A,U:+-UAyn, he may draw any conclusion at all about the word that has been 
sent. The probability that any word transmitted will be correctly received is 


21—A. 


1 This research was supported by the United States Air Force under Contract 
No. AF 18(600)—685 monitored by the Office of Scientific Research. 
2 This symbol stands for the conditional probability that Y;=j, given that w 


has been sent and Y,,..., Y;_, received. 
3 This symbol stands for the conditional probability that 7 is in 4;, given that wu; 


is transmitted. 
24* 
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A simultaneous channel is a set S*, finite or infinite, of c.p.f.’s w(¢|7|s), 
indexed by s€S. When the probability P is computed according to w(-|-|s) 
we shall write P.. A code for a simultaneous channel is a code as above for which 
(1.3) is satisfied for all s in S when P is replaced by F&. Such codes are the sub- 
ject of the present paper. 

The practical application of a simultaneous channel is the same as for a single 
channel. Neither sender nor receiver has to know what c.p.f. governs the noise 
(error) in any one word. The c. p.f. may change from word to word in an arbitrary 
manner. It should not change from letter to letter within a word. (See, however, 
a remark in Section 7.) 

The capacity C, of the simultaneous channel is a number defined below in 
Section 3. In the first part of this paper we prove the following theorems: 


Theorem 1 (Coding theorem). Let 4, O0<AS1, be any number. There exists 
a constant K>0O such that, for every n, there exists a code for the simultaneous 
channel with probability of error <A and length greater than 


(1.4) gnCo—K yn 


(Our proof of Theorem 1 really proves more and may suggest a method of 
code construction. Suppose one chooses any pair (w,, 4,) according to the speci- 
fications of the proof of Theorem 1 (relations (4.2) and (4.3) below), and then 
continues with (u,, A), (v3, As), elc., for as long as the resulting set is a code 
with proper probability of error. Suppose further that successive choices are 
made, subject to the specifications of the proof of Theorem 1, as ineptly or as 
maliciously as possible so as to hinder the prolongation of the code. Never- 
theless, the length of the code after no prolongation is possible will be no less 
than (1.4).) 


Theorem 2 (Strong converse of the coding theorem). Let 4, OS A<1, be any 
number. There exists a constant K'>0 such that, for every n, there does not exist 
a code for the simultaneous channel with probability of error <A and length 


(1.5) gn Cot K’ a 


(The terms “‘weak converse” and “‘strong converse” do not refer to the dif- 
ference between (4.5) and 
(1.6) Pp ees 


with arbitrary positive e«. The latter, for sufficiently large m, is the usual for- 
mulation of the strong converse, and, of course, the difference between (1.5) 
and (1.6) is an added improvement. The terms strong and weak refer to the 
difference between the theorem’s being valid for any 2 (0<A<1) (strong con- 
verse) and being valid only for a sufficiently small A (weak converse). The basic 
difference between the two converses may be explained as follows: Essentially, 
the smaller A the larger must the A, be, and the larger 2 the smaller may the A, 
be. The weak converse says that, if 4 is sufficiently small and hence the A, are 
sufficiently large, 2”(+* of the latter cannot be packed into the space of all 
m-sequences. The strong converse says that, no matter how large A is and hence 
how small the 4; may be, it is still not possible to pack 2"'+® (actually even 
2”+*'\") of the latter into the space of all n-sequences. ) 


Simultaneous Channels 373 


In Sections 6 and 7 these results will be extended to channels other than the 
one described in the present section. The full name of the latter channel is the 
simultaneous discrete memoryless channel; it is studied in [5], where the capacity 
Cy is defined and a coding theorem and weak converse proved. Our methods 
are slight improvements of the arguments of [1] and [2]. No previous familiarity 
with information theory and no knowledge of probability theory is needed to 
read this paper except perhaps for Sections 6 and 7 (unless an acquaintance with 
Chebyshev’s inequality can be considered as knowledge of probability theory). 
The problems involved are really of a purely combinatorial character. Theorems 3 
and 4 of Section 6 are proved exactly as in [2]. The treatment of the semi- 
continuous channel will require a result of [3] (see Section 7). 

In Section 8 we treat the problems where either the sender or the receiver 
(but not both) knows the c.p.f. which governs the channel for a particular word. 
We obtain the capacities of, and prove the analogues of Theorems 1 and 2 for, 
these channels. 

2. Combinatorial preliminaries 

When an m-sequence is used as a transmitted sequence we shall refer to it 
as a u-sequence, and when it is used as a received sequence we shall refer to it 
as a v-sequence. Suppose uw and v are a w-sequence and a v-sequence, respectively. 
Define N(i| 2), 7=0,1, as the number of elements 7 in uw. Define N(7,7|u, v), 
i=. tas the numberot indicessk, k=15..., ”, such that the hk‘ element 
of u is 7, and the k'" element of v is 7. 

Let 6 and 6,>2 be fixed positive numbers to be determined later. Let 
w(-|-|s) be any c.p.f. (not necessarily in S*). We shall say that the v-sequence v 
is generated(s) by the u-sequence wu if 


(2:1) ,v) —N(|u) w(j|7|s)| S o4[NG|w) w(0]é|s) w(t|i|s)}* 4,7 =0,1. 


A u-sequence wu will be said to be a gu-sequence if 


(2.2) |N(4|~) —gn| Sdyn. 


Let z always denote the pair (7, 2), OS 1%, 31, M+2=1. Define the 


following?: 
1 


(2.3 H(X|x) =—D nylog, 
24 MYlaly=—Z{[ x, wC/1s)]t08| Bx, welils). 


(2.5) A(Y|X|a|s)=— 


1 

> 7; w(j| 4|s) log w(7|2| s) 
i=0 

al 


mj w(2|7| s) 


w(i|O| s) +2, w(z|1|s) 


(2.6)  H(X|Y|2\s)=— 


One verifies easily that 


(2.7) H(X|x) + H(Y|X|x|s) =H(X|Y|a|s) + H(Y 


| s) 


4 All the logarithms in this paper are to the base 2; this is due to a convention 
of no importance. The symbol 0 log 0 is always to be understood as 0. 
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For purposes only of mathematical manipulation it will frequently be con- 
venient below to assume that the x, are independent, identically distributed 
chance variables, with 

P{x,=1} =m, =1— Pls; =0} =1—m.- 
For brevity we shall describe this® as the “stochastic input 2”. When the 
stochastic input a is employed, then the chance sequence w will be written as 
u(x) and the chance received sequence ¥ as U(z). 

In all that follows in this section the letter K with or without a subscript or 
an accent will always denote a suitable positive constant which does not depend 
on x or on the c.p.f. (The latter need not belong to S*.) In Lemmas 2 and 5, it 
will be assumed, without further statement, that: 


(2.8) min (%, 7) 24> 0, 
(2.9) | w (0| 4|s) — w(0|0|s)| =|w(4] 4] s) — w(4|0|s)| 2a>0. 

Lemma 1. Let y<1 be any positive number, and 6 be greater than a lower 
bound which ts a function only of y. Then 
(2.10) P {u(a) is a my u-sequence} > y. 

Proof. This follows at once from Chebyshev’s inequality. 

Lemma 2. The number B,(m,) of ,u-sequences satisfies 
(2.11) qnA(X|2)—Ky me Bs (701) ae QnA(x|a) +k, yn, 

Proof. If u is any z,u-sequence, then 
Qn A(X|2)—Ky yn — qt mot 6 yn qimtoyn — Psu =, 
(2.12) 0 ee | { (7) s 7 

xe mn M%—d yn Ce ae ea Qn A(X\a) + Ky yn 


From this the lemma follows at once. 


Lemma 3. Let ¢' be any positive number, and 6, greater than a suitable lower 
bound which depends only on «'. Then, for any u-sequence u whatever, we have 


(2.13) P.{d is generated(s) by u|u}>1—e’. 

Proof. This follows at once from Chebyshev’s inequality. Since 6,>2 
always e’ <j. 

Lemma 4. The number By(m,|s) of v-seguences generated (s) by any m,u- 
sequence satisfies 
(2.14) gn H(YIX|mls)— Kay —< By (qq,| s) < 2m HVIX la) + Ka yr, 


Proof. If v is any v-sequence generated by a 2, u-sequence u, then 


2-nH(Y|X|n\s)—Ky Wha T w (j| i| 5) ("e+ O/H) w (jlils)+ Vine Gals) oe 
v,7 


(2.15) 


< Pio = v| u\ a sled. w (7| 1| s) (n 74 —6 0) w (j|t|s) —d, )n w (j]i|s) < 27 A(Y|X|a|s)+ Ky yn 
i) 


» The reader is invited to verify that this is purely a technical device for expedi- 
tiously achieving the proof and in no way contradicts our earlier statement that the 
problems treated in this paper are of combinatorial character. The use of the stochastic 
input is convenient but not at all indispensable. 
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The lemma follows at once from (2.15) and Lemma 3. 


Lemma 5. Let v be any v-sequence which is generated(s) by some m,u-sequence. 
Then 


(2.16) 2—nH(Y|n|s)—Ks yn — P. {a (x) mae v} xe Q-nA(Y|a|s)+ Ks yr 
Proof. We have that 
(2.47) h,=7w(1|0|s) + a,w(i|1|s)2ad, i1=0,1, 


is the probability that the k" element of O(7), R=A,.«..,, Js 4. Define, for 
to (x4 


(2.18) Vig =nh;,— 2n(6+ 62), 
(2.19) Vis = mh, + 2n(0 + 6s). 


The number of elements 7, 7=0, 1, in v, is greater than V;, and less than V,,. 
Hence 


(2.20) 2—nH(Y|n|s)—Ko Wwe hy hyr< Ne {y (zt) — v} a hyo hyo 2Q—NHA(Y|a|s)-+Ks yr. 


3. Preliminaries on the channel 
Define the capacity Cy of the simultaneous channel S* as 


(3.4) Co= sup inf [H(X|2) — H(X|¥|x|s)]. 


It is obvious that the quantity in brackets which occurs in (3.1) 1s continuous 
in z, uniformly in the w, so that the supremum in (3.1) is actually attained for 
some z, henceforth to be designated as z. It is easy to show that Cy=0 if and 
only if ® 
(3.2) inf | w(0| 1|s) — w(0| 0|s)| = inf | w(1| 1|s) — w(4|0|s)| =0. 

ses sES 


Let any c.p.f. w(-|-|s) in the simultaneous channel be approximated by the 
c.p.f. w(-|-|s’) such that w(0|7|s’), 7=0,1, is that multiple of 27!” which is 
closest to w(0|7|s). (If there are two or more such c.p.f. any may be taken at 
pleasure.) The totality of all such approximating c.p.f. will be called the simul- 
taneous canonical channel Sf. The index set for the canonical channel will be 
called Sy. 

Let u be any w-sequence, s be any index in S such that min w(2|7|s) =n, 

4,7 


s’ be the index in Sy of the c.p.f. which approximates w(-| -|s), and v be any 
v-sequence. Then P{g =| u} = (n2)", 
Also (n-2\” 


( x ara y S41 2S W=>co- 
ip —2- \% 


6 (3.2) is easily shown to be equivalent to 
I =intsup [H(X|2) — H(X|Y|als)] =0. 
sE€S a 
Obviously I = C, always, and it is easy to see that the inequality sign can hold. Still 


C,=0 implies J =0. The quantity J is the infimum of the capacities of the individual 
c.p.f.’s which compose S*. 
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Moreover, if w(jy|%)|s) <2, then, no matter what w is, we have 
A ee e 4 
= Gli 
P.{N (ig, Jo| %, 7) — 1|uys n? 


which of course approaches zero as n> oo. Thus we have proved 


Lemma 6. Let b be a positive constant, u be any u-sequence, A be any set of 
v-sequences, and s©S be any index such that 


(3.3) P{TEA|u}> od. 


Let s'C Sy be the index of the Ger ie c.p.f. Then we have, for all s€S, 
A, and u which satisfy (3.3), 


ETE Al uy 
(3.4) PiseAl|uy — Ae 


where a,—>0 as n—> oo. (Of course, b 1s a constant independent of n.) 
The proof of the following lemma is obvious. 


Lemma 7. There exists a positive constant K, with the following property. 
Let w(-|-|s) be any c.p.f. in S*, and w(-|-|s’) its approximating c.p.f. in So. 
Then, for any stochastic input x, 


(3.5) | H(X| Y|2|s) — H(X|Y|x|s)| <= 


4. Proof of the coding theorem (Theorem 1) 

It is clearly sufficient to prove the theorem for m sufficiently large. Let 
A’ <A be any positive number. It follows from Lemma 6 that, for 1 sufficiently 
large, a code with probability of error =’ for the simultaneous canonical channel 
S$ is a code with probability of error <A for the simultaneous channel S*. 

We may assume C,> 0, or there is nothing to prove. In the former case (2.9) 
holds with some a for all s in S and in Sy. Also 0<2%,<1, so that Lemma 5 
holds with 7 =7% 


We may, and do, take 4’<}. Let y<1 be any positive number, and 6 be 
sufficiently large for Lemma 1 to hold. Let 6, be sufficiently large so that Lemma 3 
holds with «’=A'/2. Let 


(4.1) {(uy, A,),..., (uy, Ay)} 


be a code with probability of error <A’ for the simultaneous canonical channel 
Sg, such that the following conditions are fulfilled: 


(4.2) u;,0=1,...,N, isa 7, w-sequence. 


(4.3) A;,7=1,...,N, contains only v-sequences generated(s) by wu, for s€ Se 


(4.4) The code is maximal in the sense that it is impossible to add another 
element (#y41,Ay41) such that {(#%, A,),..., (yaa, Aya) \is a code with 
probability of error <4’ for the simine a canonical channel S*, and 
(4.2) and (4.3) are also satisfied for 7 =N-+1. 
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From (4.4) we obtain the following conclusion: Let uw) be any 7, w-sequence 
(if one exists) not in the set u,,..., wy. For some sy in Sy we have 


(4.5) P{W is generated (sp) by uw» and belongs to 4,U---U Ay|%}> ee 


Of course Sy is a function of w), and (4.5) also holds if m is in the set {u,,..., wy}. 
Since there are fewer than 2?'/”) indices in S, it follows from Lemma 1 that 
there is an index sg, in Sy such that the 7, u-sequences u for which 


(4.6) P, {% is generated (sy9) by « and belongs to 4,U---UAy| u}> a 


have probability greater than y-27!!” when Z is the stochastic input. Hence 


BAe (x) is generated (S99) by some x, u-sequence 


and belongs to A,U---UAy}> ~ As 
BiV% 


(4.7) 


It follows from (4.7) and Lemma 5 that A,U---UA, contains at least 
(4.8) yh 5 Jane yr. gn AY |x| Soo) —K3 yn = Qn AY |x| Soo) -K5|/n 


v-sequences generated (Sg9) by some 2,u-sequence, where K;> Ky is sufficiently 
large. 

We now obtain an upper bound on the number of v-sequences in A, U--- UAy 
generated (Soo) by some z,u-sequence. The number of v-sequences in 4,, 
tA ee Ne Which tare generated. ($55) iby ~#," is, “by Lemma 4, less than 
Qn A(Y|X\7! soo)+ Kz)" Suppose that, for s’€S, and not so9, a v-sequence gener- 
ated (s’) by wu; is also generated (Sg9) by some other 7, u-sequence. It follows 
from (2.18) and (2.19) for =z that, for m sufficiently large, 

IK 


S)ih< yn’ 


(4.9) | [2% w (0| O| Soo) + 2% w (0[4| Soo) ] — [2% w(0| 0] s’) +7, w (0 1 


' EEG 
s‘)]|< Vn 


(4.10) | [3% @ (1 | O| So) + 7%, w(1|4| Soo) ] aa [7 w (1| 0 s') +7, w(1|4 


where K, is a constant which depends only upon 6 and dy. 
Call an index s’€S, “associated” with So if its c.p.f. satisfies (4.9) and 
(4.10). It follows that, if s’ is associated with soy, then, for ~ sufficiently large, 


Sis 


s’) 


where K, is a constant. 
Let sfo@ Sy be that index associated with soq for which 


(4.12) H(Y | X|z| soo) = max H(Y|X|x s’) 

where the maximum is taken over all indices s’ associated with sg g. From 
Lemma 4 we conclude that, if ” is sufficiently large, A;, 7=1,..., N, contains 
fewer than 

(4.13) 28h, yn H(Y|X|R| sh) + Ka Va 


v-sequences generated (spo) by some 7, u-sequence. Thus an upper bound on the 
number of v-sequences in A,U---UAy which are generated (spy) by some 
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7, U-sequence is 
(4 14) N. 23%, QnH(¥|X|A| so) + Ke) 


when 2 is sufficiently large. Bearing in mind that then 
(4.15) an HY [F|S00) Qn H(Y Rl s$)—Ks Yr 
we obtain, from (4.14) and (4.8), that 


(4 16) N> gn (H(¥|7| sto) -H(¥|X|7| so) ] —V% (8+K,+K;+K,] > gn Co—yn (3+ K,+Ks+K,+K,) 


for n sufficiently large. This proves the theorem. 


5. Proof of the strong converse (Theorem 2) 
We begin by proving 
Lemma 8. Let w(-|-|s) be any c.p.f. (it need not be in ee which pire. 
(2.8) and (2.9), and let B be any number, O<B<1. Let {(u, Aj), (uy, Ay)} be 
any code for w(-|-|s) with probability of error <P and such that u; 1s a ee sequence, 
N= Ny nconda JeiGa 
(5.1) N < 2"(H(X\n)—H(X|¥ a5) +Ke yn 


where K, is a positive function only of B and does not depend on w(-|-|s) 


Proof. Let 6, be large enough so that the e’ of Lemma 3 is less than : 
Then 


(5.2) P.{7 is generated (s) by u; and belongs to A;|u;}> ew 3 
Hence, by (2.15) each A, contains more than 


(5.3) (1 a QnA(Y|X|a\s)—Kyyn S QqnH(Y|X\a\s)—Ky yn 


v-sequences generated (s) by u;. By Lemma 5 the total number of v-sequences 
generated (s) by some 2, u-sequence is less than 


(5.4) QnA(Y|n|s)+Ksyn_ 


Lemma 8 follows from (5.3) and (5.4), with K,=K,+ Ky’. 


We now prove the strong converse when C,>0. We may then assume that 
(2.9) is satisfied. It is clearly sufficient to prove the theorem for » sufficiently 
large. Let 4’ be any number such that A<d’<1. Let d, 0<d<H, be so small 
that 


(5.5) — dlogd — (1 — d) log (1 — d) < So 


Let {(u1, Aj); 2005 (My, Ay)} be any code with probability of error <A for the 
simultaneous channel S*. It follows from Lemma 6 that, for m sufficiently large 
(which we henceforth assume to be the case) this code is also a code with prob- 
ability of error <A’ for the simultaneous canonical channel S*. Divide the 


interval [0,1] into J/=n#/26 intervals of length 26/n?, and let 4,,.. ,t; be the 
midpoints of these intervals. Then the code in question can be dtaded into J 
codes W,,..., W,, such that all the uv-sequences in W, are ¢; u-sequences, i =1, Bee i 


The sum af the lengths of all codes W; such that min t,, (Ad) od as: oy (. 5) 
and Lemma 2, </ - 2"°?, for sufficiently large. 
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Consider now any code W,, with min [#,, (1—#,)]>d. Let s;€ Sy be such that, 
writing ¢;=(¢,, 1—4,), 


(5.6) H(X|t,) — H(X|¥|¢; 


s)) = min [H(X|4) — H(X|Y|4|)]. 


Since W; is a code for the c. p.f. w(-|-|s,) with probability of error <7’, it follows 
from Lemma 8 that the length of W, is less than 


(5.7) gn (H(X |e) —H(XLY fils) + Ke ym, 


which, by Lemma 7, is less than 


(5.8) Qn Cotyn (Katy). 
Thus we have that 
(5.9) Dice J) Dae ee Doe eT Kea tea) Te 


which proves the theorem when C,> 0. 
Suppose now that C)=0. Then, for some s€ Sp, say So, 


(5.10) w (0|0| so) = w(0| 1] so), 
(5244) w(1|0| So) = w(4| 4| so). 
Since a code for the simultaneous channel S* with probability of error <A is 


a code for the simultaneous canonical channel S¢ with probability of error <7’, 
and since sy€ Sy), we have from (5.10) and (5.11) that 


(5.12) P.{VEA,|u,} =P 0CA,| au} =1— 7, AF set ek IN 
Set? =1, say, in-(5.12). Then clearly 


1 
(5.13) Neos 
which proves the theorem. 

(It is easy to see that we could have given the above proof of Theorem 2 


without employing the simultaneous canonical channel.) 


6. The m-finite simultaneous channel 


We begin with a description of an m-finite channel. A sequence of (m-1) 
elements, each zero or one, with m a non-negative integer, will be called an 
(m+1)-sequence. A c.p.f. w(z|a) (¢=0,1; « any (m-+1)-sequence) is any non- 
negative function such that w(0|«)+w(1)«)=1 for every «. If the word of 
length » (n-sequence) u =(%,,..., %,) is “sent” or “transmitted” over the channel, 
the ‘“‘received’’ sequence v=(Y,,..., Y,-.,) 18 an (m—m)-sequence of chance 
variables with respective distributions given by 


(6.1) PANE 0) WONG Vee = (0| 87) Aja yn) > 
(6.2) AY ee Aah Vert ye a) et Wp ateeMptals @ idatrlne tanalara Me) 


The capacity C’ of this channel was given (independently) in [2] and [4] as 
follows: Let />m be any integer. Consider the discrete memoryless channel (to 
be called the /-modified channel) in which the transmitted alphabet consists of 
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l-sequences, the received alphabet consists of (/—m)-sequences, andothene? pf, 
w, is as follows: Let f, be any /-sequence and f, be any (J —m)-sequence. Then 
w (By|B,) is equal to the probability that, in the original m-finite channel, when 
n —l and the sequence f, is transmitted, the sequence f, is received. Let Co (/) 
be the capacity of the /-modified channel. Then 


(6.3) C = sup eos — lim Col) ; 
; i 


(Since the alphabets involved have more than two elements C)(/) has, 
strictly speaking, not yet been defined. However, it is defined in complete 
analogy with Cy, as follows: Number the 2! /-sequences and the 2'~” (J —m)- 
sequences in some arbitrary but fixed manner. Let a= (z(t), ...,2(2')) be a 
probability distribution on the 2’ /-sequences, 7.e., a vector with 2' non-negative 
components which add to one. Define 
(6.4) H(Y|x) = —X (al) w,(i|s))log (Xx) wi (714), 

rae : 


(6.5) H(Y|X|x) = —X Di a(2) w(7|9) log w, (7] 7) 


where the summation with respect to 7 is from 1 to 2', and the summation with 
respect to7 is from 1 to 2/~”. Then 


(6.6) Co(t) =max (H(Y |x) — H(Y|X|)).) 


In extension of the definition of Section 2 we shall find it convenient to 
speak of the stochastic input zw as follows: Assume that 7 is an integral multiple 
of J. Consider 

wn 


(6.7) (X41. «++» XG4ayi)s t= 0, 1,-0.5 (7 1), 


as independent, identically distributed, /-vector chance variables, with prob- 
abilities given by the 2’ components of z. We shall call such a stochastic input 
one of independent, identically distributed blocks of length /. (Each vector with 
l-components is a block.) When we use the stochastic input 2, we write u(z) 
for the then chance sequence wu, and v (z) for the chance received sequence. The 
capacity Cy(/) is the maximum of the difference H(Y|z) —H(Y|X|z) over all 
stochastic inputs z of independent, identically distributed blocks of length 1. 

The simultaneous m-finite channel S* bears the same relation to the m-finite 
channel as the simultaneous (memoryless) channel bears to the memoryless 
channel. As before, let S be the set of indices of the c.p.f.’s. 


We define the capacity C of the simultaneous m-finite channel by 


C = sup max inf + [H(Y|x|s) — H(Y 
ses 


l>m ts 


X|z|s)] 


where max with respect to (easily shown to exist) is the maximum with respect 
to all stochastic inputs of independent, identically distributed blocks of length /. 


Theorem 3. Let 4, 0<AS1, and e>0 be any numbers. For n sufficiently 
large there exists a code for the simultaneous m-finite channel with probability of 
error <A and length greater than 2”(C-°), 
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Theorem 4. Let 4, OS A<1, and e>0 be any numbers. For n sufficiently 
large any code for the simultaneous m-finite channel with probability of error <A 
cannot have a length greater than 2”(C+®), 


Theorem 5. We have 
C =lim max inf | [H(Y|x|s) — H(Y|X|z|s)]. 


I>oo nm sf&S 


Also - <, implies 


max inf + [H(Y|x|s) — H(Y|X|z|s)]>C — «. 


BSS ul 


These theorems are proved exactly as in [2], starting from Theorems 1 and? 2. 


7. Miscellaneous results 


The approximation by the canonical channel (of order 2~!”) was an act of 
supererogation; a far coarser approximation would have sufficed. Let us devote 
a few remarks§ to this. 


In our proof of Theorem 1 we employed the following three facts: 
(7.1) The canonical channel contains fewer than 2**!" c.p.f.’s for sufficiently 
large. 


(7.2) Ifw(-|-|s)isac.p.f.in S* and w(-|-|s’) its approximating c. p.f. in Sf, then 


|H(X|Y|a|s) —A(X|Y|a 


s’) 


(7.3) Lemma 6. Actually a weaker statement, like (7.6) below, would suffice. 


A much coarser approximation than to 27!” would already have given us (7.2), 
and, of course, the coarser the approximation the fewer the c.p.f.’s in the 
canonical channel. To see what the order of the approximation can be, consider 
the differential d(— z log z) =(—1—log z) dz. If the approximation is A’, then 


“i elinussutieAt— Ween. lbemimaro 


obviously holds, and A =o(n~#). Then (7.2) is satisfied, and a fortiori (7.4) is. 


the critical question is the value of A =J’ log 


In order to use our proof for the weaker version of Theorem 1 where (1.4) 
is replaced by 


(1.4’) Qn (Co—e) 


with ¢>0 arbitrary (the theorem then being valid for all m greater than a lower 
bound which depends on ¢ and S*), we could make do with the following: 


(7.4) The canonical channel contains no more than 2”* c.p.f.’s, for m sufficiently 
large. 


7 In a paper to appear shortly, the author has proved the results of Section 6 
for the simultaneous analogue of what FEINSTEIN [4] has called the general finite 
memory channel. These results therefore include those of Section 6. 

8 The remarks made just after the statement of Theorem 1 apply here as well. 
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(7.5) If w(-|-|s) and w(-|-|s’) are, respectively, a c.p.f. in S* and its approxi: 
mating c.p.f. in Sf, then 
| H(X| Y|2|s) — H(X|Y|a|s‘)| <e. 
(7.6) The a, of (3.4) is less than 4/4 when b = and » is sufficiently large. 


It is clear that (7.5) will be satisfied if A’ is less than a suitable function of e. 
The number of c.p.f.’s in the canonical channel is then fixed (and finite), so 
that (7.4) is satisfied. It can also be shown that, if A’ is less than a suitable func- 
tion of A, condition (7.6) is satisfied. Of course, one could use a A’ which varies 
with the c.p.f. being approximated. 

In some problems the c.p.f.’s in the simultaneous channel might depend 
upon . If the number of the c.p.f.’s fulfills condition (7.1) or (7.4), our method 
might be applicable. 

For the proof of the strong converse conditions (7.1)—(7.6) play no role, 
because the simultaneous canonical channel is then completely unnecessary. 
This may be readily verified from the proof itself. 

Similar remarks obtain for the discrete m-finite simultaneous channel. 

All the channels discussed so far in the paper are discrete, even when this 
adjective was omitted. ‘Discrete’ means that both the transmitted and received 
alphabets have only finitely many symbols. We shall now very briefly discuss 
“semi-continuous” channels (see [3]). We shall limit ourselves to channels 
without memory, the extension to m-finite channels being routine. 

In a semi-continuous channel the symbols of the received alphabet need not 
be finite in number and may lie in any probability (measure) space. We shall 
take the latter to be the real line, because the treatment of the probability space 
is routine. To prove the coding theorem for a semi-continuous channel (with 
a single c.p.f.) one approximates the channel by a suitable discrete channel, so 
that conditions (7.5) and one like (7.6) are satisfied. In order to carry through 
our proof of the coding theorem for a simultaneous semi-continuous memoryless 
channel one will have to try to construct a simultaneous canonical discrete 
memoryless channel which will satisfy (7.5) and, say, (7.6), and still satisfy (7.4). 
(We are assuming that the “‘discretization”’ (e.g., the sets J of [3]) does not 
depend on », so that the number of symbols in the received alphabet is fixed 
(independent of 7). If this is not the case, the situation is more complicated and 
has to be considered per se.) For example, if the original simultaneous channel 
contains only a finite number of c. p. f.’s conditions (7.4) —(7.6) are easily satisfied. 
A more interesting case occurs when the noise (error of transmission) is Gaussian, 
additive and independent for each symbol, with variance one and a mean which 
lies in a bounded interval of the line. (Thus the mean is the same for each symbol 
of a w-sequence, but may vary from u-sequence to u-sequence.) The variance 
could also be allowed to vary in a bounded interval at a positive distance from 
zero. Conditions (7.4)—(7.6) can then be satisfied. 

Consider now the question of proving the strong converse in the form (1.6) 
for the simultaneous semi-continuous memoryless channel. As we have remarked 
earlier, the canonical channel is not needed. The strong converse would hold 
if we had the semi-continuous analogue of Lemma 8 (in the form (1.6)). Lemma 3 
of [3] is precisely that. Thus the strong converse holds (in the form (1.6)) 
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The continuous operation of a simultaneous discrete memoryless channel, 
say, can be conceived of as follows: Various words of length are sent con- 
secutively, and the c.p.f. may change from word to word. Suppose now that 
we wish to be able to change the c.p.f. within a word, 7.e., while transmitting 
a word. If the c.p.f. can change only when the symbol transmitted has an 
index which is an integral multiple of /t, with ¢>1 a constant, then our earlier 
results obviously apply. A slightly more elaborate analysis will give results 
even when more frequent changes in the c.p.f. are permitted °. 


8. Simultaneous channels where either the sender or the receiver 
knows the c.p.f. 


In this section we return to the simultaneous discrete memoryless channel 
S* and study two new methods of transmission, each different from that of 
Section 1. 

In the first method of transmission, at the beginning of each word, the 
receiver, but not the sender, knows the c.p.f. in S* which governs the channel 
for that particular word (i.e., the c.p.f. according to which the received symbols 
are distributed). We call this simultaneous channel S¥. In the second method 
of transmission, at the beginning of each word, the sender, but not the receiver, 
knows the c.p.f. in S* which governs the channel for that particular word. 
We call this simultaneous channel S¥. 


We shall show that the capacity of S¥ is Cj, and the capacity of S¥ is 
(8.1) Bigs EoD ACK |e) ort 74| $5 


Thus the capacity of Sf is the same as that of S*, and the receiver’s knowing 
the c.p.f. (when the sender does not know it) does not increase the capacity of 
the channel. On the other hand, obviously J=Cy, and the inequality sign can 
hold. Thus J —C, is the increase in capacity due to the sender’s knowing the 
channel (when the receiver does not know it). 

When we say that ‘‘we shall show that the capacity is so-and-so’, we mean 
that we shall prove a coding theorem (analogue of Theorem 1) and a strong 
converse (analogue of Theorem 2) involving the capacity. 

Extensions to the channels discussed in Sections 6 and 7 can be made similarly. 


We begin with S¥, which is very easy. An element of a code is now a complex 


(u, {A(s), s€ S\) 
which we write for short as 


(w, {A(s)}) 


9 A problem where the c.p.f. changes from symbol to symbol according to an 
independent random procedure is treated in the interesting paper [6]. For further 
results on this problem see the author’s paper in the Proceedings of the Purdue 
University Symposium, 1959. 

10 The problem treated in the paper [6] (already cited in footnote 8) is completely 
different. In this problem not only are the c.p.f.’s chosen stochastically for each 
symbol, but the sender knows only the c.p.f.’s for the symbols previously sent and 
the symbol presently being sent. 
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Here wu is a u-sequence, and the A(s) are (not necessarily disjoint) sets of v-se- 
quences. A code of length N and probability of error <A is a set 


(8.2) {(%, {A,(s)}), Fe, (uty, {Ay(s)})} 
where, for each s€S, the A,(s), 7=1,..., N, are disjoint, and, for every s€S, 
(8.3) P{GEA;(s)|w4} 21 —A. 


In other words, for any s€S, 
(8.4) { (uty, Ags) Vie; (uy, Ay (s))} 


is a code of length N and probability of error <A for the c.p.f. w(-|-|s). The 
practical use of (8.2) is as follows: When the receiver knows that w(-|-|s) is the 
c.p.f. which governs the channel for a particular word, he uses the sets 
A,(s), ..., Ay(s) for decoding purposes. 

Any code for S* is also a code for S¥. This corresponds to the special case 
of (8.2) where, for each 1,7 =1,..., N, A;(s) is the same for all sc S. Since we 
have already proved a coding theorem for S* (Theorem 1), and since we wish 
to prove that the capacity of S¥ is Cy, it follows that the required coding theorem 
for S¥ is already proved. It remains only to prove the strong converse. 

To do so, proceed exactly as in Section 5 and consider the W; such that 
min [t;,(1—#;)] >d. In view of (8.4) we have that (5.7) and (5.8) hold. But 
then (5.9) holds and the strong converse is proved. This completes the proof 
that C, is the capacity of Sf. 

We turn now to S¥. The element of a code is now a complex 


({(s), SES}, A) 


({u(s)}, A). 


Here u(s), s€S, is a w-sequence, and A is a set of v-sequences. A code of length 
N and probability of error </ is a set 


which we write for short as 


(8.5) { ({0y (s)}, Ay): ress ( {tty (s)}, Ay)} 
where the 4; are disjoint, and, for every s€S, 
(8.6) PWEA,|u,()}Z1—A. 


In other words, for any s€S, 


(8.7) {(u (8) Aa) snees egg (s), Ay) } 


is a code of length N and probability of error <A for the c.p.f. w(-|-|s). The 
practical use of (8.5) is this: When the sender wants to send the 7** word and 
knows that w(-|-|s) is the governing c.p.f., he sends w,(s). 

In view of Lemma 6 we may, and do, confine ourselves everywhere below to 
SESo. 

Let sy€ Sp be such that 


(8.8) sup [H(X|) — H(X| Y |x| s9)] = inf sup [H(X|a) — H(X| Y|a|s)). 
u te | ¥|x|s)] 
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For each se S$, let 26). e (s), %(s)) be that stochastic input for which 
(8.9) [H(X|-x(s)) — H(X| ¥|-x(9)|9)] = sup [H(X] x) — W(X] ¥|ar|)]. 


From Lemma 7 it follows that each member of (8.8) differs from I by less than 
K,|\n. 

We now prove the coding theorem. We proceed exactly as in the proof of 
Theorem 1, with u;(s), 7=1,...,.N, a m,(s)u-sequence, s€S,. Each A,, 1=41, 
..., N, contains only v-sequences generated (s) by u;(s), s€Sj. The analogue 
of (4.8) is obtained even more simply than in the proof of Theorem 1. This 
analogue says that, for some syy€Spo, the set A,U---UAy contains at least 


(8.10) Qn H(Y|2 (Soo) | S00) —Ks 


v-sequences generated (so9) by some 7, (Sp) #-sequence. 


We now turn to establishing the analogue of (4.13). We seek an upper bound 
on the number of v-sequences in A;, 1=1,..., N, which are generated (s)9) by 
SOME 7 (Spo) “-sequence. In doing this we have to consider the possibility that 
a v-sequence v which is generated (s’) by u;(s’), s’€ So, s’+=So9, is also generated 
(Soo) by some 2, (Sy) ¥-Sequence w’ (say). When this is the case then, reasoning 
as we did in the argument which led to (4.11), we conclude that 


(8.11) | Z(Y | x (S90) | S00) — A(Y |x (s))|s’) 


From (8.9) we then have 


(8.12) | Z(Y |X| 2 (S90)| S00) — H(Y| X|x(s’)|s’)| <2. 


From (8.12) and Lemma 4 we conclude that 4;,7=1,..., N, contains fewer than 


(8.13) 23 yn. Qn H(Y|X|2 (So 0) |So0) +V# (Ko +K;) 


v-sequences generated (Soo) by some 7, (Sg9)%-sequence. This is of course the 
analogue of (4.13), and the proof of the coding theorem is completed exactly 
as the proof of Theorem 1. 

The strong converse for the channel S¥ hardly requires proof. We know that 
(8.7), for s =sy), cannot be longer than 


(8.14) Dg ae Se 


by Theorem 1 of the present paper applied to the channel containing the single 
c.p.f. w(-|-|s9). (For a channel with a single c.p.f. this is Theorem 2 of [Z].) 
This completes our proof for S¥. 

Let C be the capacity of either S* or S¥ when one of these channels is em- 
ployed. Let ¢>0 be arbitrary. By the application of relation (74) (or (75)) of 
page 280 of [7] to the proof of the coding theorems of the present section one 
easily obtains that there exist positive constants c; and c, with the following 
property: Let A, be the smallest probability of error among all codes of length 
2n(€—) for either of the channels S* or S¥. Then 


(8.15) Wee as 


Of course this method will also work for the channel S*.) 
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